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Einleitung

Jacobische Varietédten hyperelliptischer Kurven werden in der letzten Zeit vermehrt
in der algorithmischen Zahlentheorie benutzt, da sie die einfachsten Verallgemei-
nerungen elliptischer Kurven sind. So wurde etwa das Primzahltestverfahren von
Goldwasser und Kilian, siehe [Goldwasser], verallgemeinert, indem intern nicht mehr
auf der elliptischen Kurve, sondern auf der Jacobischen Varietit einer hyperellipti-
schen Kurve vom Geschlecht 2 gerechnet wird, siche [Adleman]. Auch das Schliis-
selaustauschsystem von Diffie und Hellman wurde schon auf Jacobische Varietdten
hyperelliptischer Kurven verallgemeinert, sieche [Koblitz]. Beide Beispiele benutzen
fir die Darstellung der Varietat das Divisorklassengruppenmodell, welches auf Ja-
cobi zuriickgeht und etwa in [Mumford] beschrieben wird, und fiir welches in [Cantor]
ein Additionsalgorithmus angegeben wurde.

Neben ihrer klassischen Beschreibung als Divisorklassengruppe studierte Mumford
diese Varietaten auch als projektive Varietaten. Er entwickelte insbesondere ein al-
gorithmisches Verfahren, welches die Gleichungen der Varietdt berechnet. Méchte
man aber diese Darstellung in den obigen Anwendungen nutzen, dann benétigt man
zusétzlich noch ein explizites, d.h. durch Gleichungen beschriebenes Additionsge-
“setz auf ihrer Darstellung als projektive Varietit. In der vorliegenden Arbeit leiten
wir ein solches Additionsgesetz fiir Jacobischen Varietéten hyperelliptischer Kurven
vom Geschlecht 2 her. Uberraschend ist die Einfachheit des Ergebnisses, sowie die
Moglichkeit einer eleganten Herleitung, welche die entsprechende Herleitung im Fall
einer elliptischen Kurve verallgemeinert. Die vorgestellten Methoden lassen sich
voraussichtlich mit erh6htem computerunterstiitzten Rechneraufwand auch auf Ja-
cobische Varietiten hyperelliptischer Kurven hoheren Geschlechts verallgemeinern.

Anders als in den oben zitierten Beispielanwendungen, welche mit Varietéten iiber
endlichen Korpern arbeiten, verlauft die Herleitung entsprechender Gleichungen
iiber dem Korper der komplexen Zahlen. Das Ziel ist die Konstruktion universeller
Gleichungen, die anschlieBend auf Gleichungen iiber endlichen Korpern reduziert
werden konnen. Genauer betrachtet man die Jacobische Varietét als Abelsche Va-
rietdt, d.h. sie ist einerseits ein komplexer Torus, dessen Dimension gleich dem
Geschlecht der Kurve ist, andererseits auch eine projektive Varietat. Die Methode
ist das Studium der Funktionentheorie auf diesen Tori.

Mit Hilfe von Thetafunktionen kann man die Gleichung und das Additionsgesetz
einer elliptischen Kurve fast rein algebraisch durch Anwendung spezieller Relatio-
nen zwischen den Thetafunktionen herleiten, siehe etwa [Mumford], I oder [Weber],
§822 und 49. Dazu wihlt man die Thetafunktion aus, die bei 0 verschwindet, welche
im wesentlichen die Weierstraflische Sigma-Funktion ist, und definiert die Weier-
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straBBsche p-Funktion als zweite logarithmische Ableitung der Sigma-Funktion. Mit
dieser und ihrer ersten Ableitung l&8t sich schon der affine Ring des Torus erzeugen.
Eine Differentialgleichung liefert mit den Koordinaten p und p' die Gleichung der
elliptischen Kurve, und aus dem Additionstheorem der Sigma-Funktion berechnet
sich ein Additionstheorem der p-Funktion, welches zu einem Additionsgesetz der
elliptischen Kurve fiihrt.

Die Definition von Thetafunktionen auf hoherdimensionalen komplexen Rdumen ist
ebenso wie die Herleitung einiger Thetarelationen elementar. Allerdings wichst die
Anzahl der uns interessierenden Thetafunktionen, und daher auch die Komplexitét
der Relationen zwischen ihnen exponentiell. Jede Vereinfachung der Relationen
sollte daher konsequent genutzt werden. In unserem Fall fiihrt das Verschwinden
einiger Thetanullwerte zu Vereinfachungen. Etwa konnte damit die Anzahl der
Summanden des Additionstheorems einer Thetafunktion von 229 auf 29 vereinfacht
werden, wenn g das Geschlecht der Kurve bezeichnet, siehe Abschnitt 2.3.

Die wichtigste Verbindung der Darstellungen der Jacobischen Varietit, einerseits
als Divisorklassengruppe, andererseits als komplexer Torus, wird zu Beginn des 3.
Kapitels zitiert. Sie motiviert die Wahl einer Thetafunktion, die die Rolle der Sigma-
Funktion {ibernehmen soll. Der Tangentialvektor an die Kurve durch den Punkt oo
fiihrt durch Ubertragung auf die Abelsche Varietit zu einer speziellen Derivation.
- Wenden wir diese zweimal auf den Logarithmus der Sigma-Funktion an, dann er-
halten wir eine meromorphe Funktion auf dem komplexen Torus, die p-Funktion.
Diese und ihre ersten 2¢g — 1 Ableitungen geniigen, den affinen Ring einer affinen
Karte der Jacobischen Varietét zu erzeugen. Das Wechselspiel zwischen den beiden
Darstellungen der Varietét liefert universelle Gleichungen in den Ableitungen der
p-Funktion, welche eine Karte als affine Varietit durch g Gleichungen in 2¢g Koordi-
naten beschreiben, wobei g wieder das Geschlecht der Kurve bezeichnet. Uberdecken
wir die gesamte Varietét mit isomorphen Karten, dann erhalten wir eine vollstandige
Beschreibung der Varietat.

Im 4. Kapitel schliefilich leiten wir aus dem Additionstheorem der Thetafunk-
tion, die die Rolle der Sigma-Funktion {ibernommen hat, ein Additionstheorem
der p-Funktion her. Dabei geben wir ein Verfahren an, welches im Prinzip fiir
hyperelliptische Kurven von beliebigem Geschlecht funktioniert. Da wir aber an
einem universellen Additionstheorem interessiert sind, in welchem nicht die Ver-
zweigungspunkte der Kurve vorkommen sollen, miissen wir nach der Berechnung
des Additionstheorems dieses noch geeignet umformen, indem Substitutionen mit
Hilfe der Gleichungen der Varietat vorgenommen werden. Im Fall einer Kurve vom
Geschlecht 2 erreichen wir, daf§ alle Verzweigungspunkte aus dem Additionstheorem
verschwinden. Speziell ist das Additionstheorem der Sigma-Funktion, geschrieben
als Polynom in den Ableitungen der p-Funktion, iberraschend einfach. Zweimaliges
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logarithmisches Ableiten dieser Gleichung fithrt anschlieend zum Additionstheorem
der p-Funktion.

Die beiden letzten Kapitel beschéftigen sich mit einer speziellen Anwendung der
hergeleiteten Gleichungen. Und zwar wird im 6. Kapitel der Algorithmus von
Schoof, siehe [Schoof], auf hyperelliptische Kurven vom Geschlecht 2 verallgemein-
ert. Dieser Algorithmus berechnet das charakteristische Polynom des Frobenius-
Endomorphismus der Jacobischen Varietit, wenn diese iiber einem endlichen Koérper
definiert ist, in polynomialer Zeit vom Logarithmus der Kérperordnung.

Ein wichtiges Hilfsmittel ist die Beschreibung der n-Torsionspunkte durch Glei-
chungen in den Koordinaten der Jacobischen Varietét als projektive Varietdt. Wir
beschrénken uns im 5. Kapitel auf die Beschreibung der Torsionspunkte auf einer
Karte des Atlasses der Varietit, da diese fiir die spezielle Anwendung im Kapi-
tel 6 ausreicht. Zur Herleitung dieser Gleichungen fiir den allgemeinen Fall einer
hyperelliptischen Kurve kénnen wir nicht auf das Beispiel der elliptischen Kurven
zuriickgreifen. Wieder miissen wir universelle Gleichungen herleiten, d.h. insbeson-
dere sollen die Verzweigungspunkte der Kurve nicht in die Gleichungen eingehen.
Aus dem Modell der Divisorklassengruppe leiten wir ein Verfahren her, mit dem
wir universelle Gleichungen mit diesen Eigenschaften definieren kénnen. Ferner be-
weisen wir Rekursionsformeln, mit denen diese Gleichungen schnell berechnet werden
koénnen.

Das 6. Kapitel beschreibt schliefilich die Verallgemeinerung des Algorithmus von
Schoof auf Jacobische Varietaten hyperelliptischer Kurven vom Geschlecht 2. Da
die beschreibenden Gleichungen, sowie das Additionstheorem auf der Varietat und
die Beschreibung der Torsionspunkte durch universelle Gleichungen gegeben sind,
lassen sich diese leicht zu Gleichungen iiber einem endlichen Kérper reduzieren,
wenn die Kurve iiber diesem Kérper gegeben ist. In [Pila] wurde dieser Algorithmus
schon auf beliebige Abelsche Varietéten verallgemeinert. Dort wird aber die Existenz
expliziter Gleichungen fiir die Varietit vorausgesetzt, was im allgemeinen gerade
die Schwierigkeit ist. Wir werden aber sehen, dafl gerade die Spezialisierung in
unserem Fall auf Jacobische Varietaten hyperelliptscher Kurven vom Geschlecht 2
den Algorithmus immens beschleunigt. Diesen Algorithmus kann man etwa bei dem
Primzahltestverfahren von Adleman und Huang, siehe [Adleman], anwenden.

An dieser Stelle bedanke ich mich bei Herrn Prof. Dr. G. Frey und Herrn Priv.Doz.
Dr. H.-G. Riick fiir die Themenstellung. Mein besonderer Dank gilt Herrn Riick,
der mich wéhrend der Entstehung dieser Arbeit durch zahlreiche Gesprache und
Anregungen betreut hat.



Kapitel 1 : Die Jacobische Varietit einer hyperelliptischen Kurve

In diesem Kapitel beschreiben wir die Jacobische Varietdt einer hyperelliptischen
Kurve einerseits als Divisorklassengruppe und andererseits als Abelsche Varietét.
Die Verbindung zwischen diesen beiden Darstellungen liefert der Satz von Abel,
siehe etwa [Lang.2], IV.

1.1 : Die Jacobische Varietdt als Divisorklassengruppe

Zunéchst werden wir in diesem Abschnitt die Darstellung der Jacobischen Varietét
einer hyperelliptischen Kurve als Divisorklassengruppe wiederholen, wie sie von
Mumford in [Mumford], IIla, §§1 und 2 eingefiihrt wurde. Diese ist {iber jedem
Korper der Charakteristik # 2 definiert, und mit einem Additionsalgorithmus von
Cantor, siehe [Cantor], kann in der Jacobischen Varietét in dieser Darstellung ef-
fektiv addiert werden. Durch geringfiigige Anderungen der Resultate von Mumford
und Cantor kann man hyperelliptische Kurven und deren Jacobische Varietaten auch
iber Koérpern der Charakteristik 2 definieren, was Koblitz in [Koblitz] bei der Defi-
nition neuer Kryptographieverfahren ausnutzt.

'Sei C : Y% = f(X) eine hyperelliptische Kurve vom Geschlecht g iiber einem alge-
braisch abgeschlossenen Kérper K der Charakteristik # 2, wobel f ein normiertes
Polynom vom Grad 2¢g + 1 iiber K mit paarweise verschiedenen Nullstellen sei. Als
projektive Varietét hat C eine Singularitét bei co = (0:1: 0). Wir definieren daher
die Primdivisoren von C als die Punkte eines nichtsinguldren Modells von C. Da wir
den Grad von f als ungerade vorausgesetzt haben, liegt {iber jedem Punkt P = (z,y)
von C sowie iiber P = oo je genau ein Primdivisor von C. Wir kénnen daher die
Primdivisoren mit den Punkten P = (z,y) von C und P = oo identifizieren.

Die Divisorengruppe Div(C) von C ist die freie abelsche Gruppe, die von den Prim-
divisoren von C erzeugt wird. Ein Divisor D € Div(C) ist also nach obiger Iden-

tifizierung eine formale Summe D = )  npP mit np € Z und nur endlich vielen
PeC

np # 0. Den Grad eines Divisors D = Y npP definiert man als deg(D) = ) np.
PeC PeC

Sei Divg(C) die Untergruppe der Divisoren vom Grad 0. Insbesondere Hauptdivi-
soren, also Divisoren rationaler Funktionen auf C, haben den Grad 0. Wir be-
zeichnen die Untergruppe der Hauptdivisoren in Divo(C) mit H und nennen zwei
Divisoren D, D, linear dquivalent, Dy = Dy, falls D; — D, € H ist, und die Fak-
torgruppe Divo(C)/H die Gruppe der Divisorklassen vom Grad 0. Nach dem Satz
von Abel-Jacobi ist die Jacobische Varietat Jac(C) als Gruppe isomorph zur Divi-
sorklassengruppe, siehe etwa [Lang.2], IV.
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Ist P = (z,y) ein Punkt der Kurve, dann auch P’ = (z, —y). Daher hat die Funktion
X — z bei P und P’ je eine Nullstelle, d.h. im Fall P = (z,0) bei P eine doppelte
Nullstelle, und bei co eine doppelte Polstelle. Daher ist P+ P! —2-00 = 0 mod H,
oder dquivalent —P' = P — 2- 0o mod H. Hieraus und aus dem Satz von Riemann-
Roch folgt, daB jedes Element von Jac(C) genau einen Reprisentanten der Form

D=ZP,-—-r-oo mit P; # oo
=1

mit r < g hat, wobei noch die folgende Bedingung erfiillt ist: Fiir 7,7 = 1,...,r mit
¢t # j gilt P} # P;. Die Menge der Divisorklassen, die einen Repriisentanten in dieser
Form mit r < ¢ haben, bezeichnen wir mit ©.

Die Restriktioh der birationalen Abbildung

Symm9(C) . Jac(C)
9 I g
> P ey P; —g-00 mod H
=1 i=1

mit SymmI(C) :=C X ... x C/S, ist ein Isomorphismus

g res(I)
Z = {ZPilPiaéW,Pi#P}fﬁri#j} —_— Jac(C) - © .
=1

Sei Divg"¥(C) := {D = ZV: P —v-o00 | P; # oo und P} # Pj fiir alle ¢ # j}. Einem
=1

solchen Divisor D = E P,—-v. -0 € Divg""(C), P; = (z;,yi), ordnen wir drei

=1
Polynome zu:
14

(i) u(t) = uP(t) = 1 (t - o).

i=1
(1) v(t) = vP(t) sei das eindeutig bestimmte Polynom vom Grad < v — 1 mit
v(z;) = yi,t = 1,...,v, wobei Vielfachheiten zu beriicksichtigen sind, falls ein Punkt
P; mehrfacher Summand in D ist. Das heifit, falls die Punkte P; verschieden sind,

dann sei
[Tt — =5)

Deyy .— - .
v (t) = gyt Hj;é,'(xi — xj)

das iibliche Interpolationspolynom. Andernfalls kénnen wir v(t) einfach durch einen

GrenzwertprozeB berechnen. Auf jeden Fall gilt: Erscheint der Punkt P;  k-mal
als Summand von D, dann ist

(5) (- Vi)

=0 fir 0<j<k-1.

t=z;
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(iii) Nach Konstruktion ist f(t) — v(t)? ein Vielfaches von u(t); wir definieren also
w(t) = wP(t) durch

u(t) - w(t) = f(t) - v(t)* .
Ist v < g, dann ist deg(v(t)?) < 29 — 2 < deg(f(t)), also ist mit u(t) auch w(t)
normiert.
Hat man umgekehrt drei Polynome u(t),v(t), w(t) mit u(t) - w(t) = f(t) — v(¢)?,

wobei u(t) normiert mit Grad v < g und deg(v(¢)) < v — 1 ist, dann kann man
diesen einen Divisor D € Div, 'Y(C) zuordnen, indem man

D=ZP;—I/~OO , P,-=(:c,-,y,~),
i=1
setzt, wobei z,, ..., 1, die Nullstellen von u(t¢) inklusive Vielfachheiten sind und y; =

v(z;) ist. Da beide Prozesse invers zueinander sind, ist bewiesen:

Proposition 1.1: Fir v < g exzistiert eine Bijektion zwischen den Mengen

Divg"(C)  und  {(u(t),v(t),w(t)) lu(t) - w(t) = f(t) — v(t)*,
u(t) normiert vom Grad v,

deg(v(t)) < v — 1,deg(w(t)) =29 +1 —v}.

Damit wird Divy 'Y(C) eine Varietét mit den Koeffizienten von u(t), v(t), w(t) als Ko-
ordinaten. Speziell ist Z eine nichtsingulire g-dimensionale Varietit (siehe [Mum-
ford],IIIa,1.3), und nach obiger Proposition existiert eine Bijektion zwischen

Jac(C) — © und

{(u(t),v(t), w(t)) |u(t) - w(t) = f(t) — v(t)?,u(t) normiert vom Grad g,
deg(v(t)) < g — 1,deg(w(t)) = g + 1}.

Wir werden jetzt Jac(C) mit affinen Stiicken isomorph zu Z iiberdecken.

Seien ay,as,...,azg+1 die Nullstellen des Polynoms f der Kurvengleichung. Diese
bilden zusammen mit co und der Identifizierung a; «—— P; = (a;,0) die Menge der
Verzweigungspunkte von C. Sei B die Indexmenge {1,2,...,2¢g + 2} der Verzwei-
gungspunkte und L die Divisorklasse vom Grad 2, die P+ P’ fiir alle P € C enthélt.
Ein Représentant von L ist 2-oco. Einer Teilmenge gerader Ordnung T von B ordnen

wir die Divisorklasse e mit dem Repréasentanten

ZP,-—#T.oo

€T
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zu. Mit der Bezeichnung CT des Komplements von T in B und der Verkniipfung
Ty 0T = (Th UT;) — (Ty NT,) zwischen Teilmengen T; und T2 von B haben diese
Divisorklassen folgende Eigenschaften:

(i) 2er =0, d.h. e ist 2-Torsionspunkt in Jac(C)

(i) er, + eT, = emomy

(iii) Genau dann ist e, = eT,, wenn Ty = T3 oder Ty = CT;

(iv) Jeder 2-Torsionspunkt von Jac(C') hat die Form er mit einer Teilmenge gerader
Ordnung T von B.

Die Uberdeckung von Jac(C) mit affinen Stiicken isomorph zu Z lautet mit diesen
Bezeichnungen:

Lemma 1.2:" Sei V die Teilmenge {2,4,6,...,2g + 2} der geraden Zahlen in B.
Dann gilt

|J ((Jae(C) - ©) + er) = Jac(C)
T
wobeir T die Teilmengen gerader Ordnung von V durchliuft.

Beweis : (Eine etwas schwichere Aussage wird in [Mumford] IT1, 2.5 bewiesen.)
Sei D € Jac(C) mit dem kanonischen Reprisentanten Z Q, —r-o00,dh. Q; # o0
‘und fiir ¢ # j ist Q; # Q). Wir wihlen R, = (a,l,O) = (ai,_,,0) von
den @; verschiedene endliche Verzweigungspunkte mit geraden Indizes 21y ey tgr €

V — {2g + 2}, was moglich ist, da die Anzahl der geraden Indizes in B gleich g ist.
Dann ist '

D + [Z_:R;—(g—r)-oo] =

also D € (Jac(C) — ©) + er mit T = {11,...,59_,}, falls g — r gerade ist, bzw.
T = {i1,..,29—r,2g + 2} sonst.

r g—r
ZQ;+ZR;—g-oo € Jac(C)—©
i=1 =1

O

Einem Punkt P € C ordnen wir eine Derivation des Tangentialraumes Ty, ) o Vo
Jac(C) bei 0 zu, die auf den Koeffizienten von u(t), v(t), w(t) operiert.

Dazu wahlen wir ein nichttriviales §p € Tc p. Zu diesem gehoren analytische Koor-
dinaten ¢ — P(e) € C in einer kleinen Umgebung von P mit P(0) = P, so da8 §p das
Bild des Tangentialvektors -a%— bei 0 in diesen Koordinaten ist. Sei Dp € TJac(C),o
der Tangentialvektor zu dieser kleinen analytischen Kurve in Jac(C) bei 0, d.h. Dp
ist das Bild von 3@; unter der Abbildung

¢ — Divisorklasse von P(0) — P(¢)
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bei € = 0. Dp ist bis auf skalare Vielfache dadurch eindeutig bestimmt.

Wir méchten nun beschreiben, wie Dp auf den Koeffizienten von u(t),v(t),w(t)
operiert. Wegen der Translationsinvarianz von Dp kénnen wir den Nullpunkt,
der in © liegt, geeignet verschieben, so dafl er beziiglich der oben beschriebenen

Uberdeckung von Jac(C) in einem nichtsinguliren Stiick isomorph zu Z liegt, wo
u(t), v(t), w(t) definiert sind.

g
Sei0— D=3 P, —g-o00 € Z die gewihlte Verschiebung und
i=1

zg:P;(e)—g-oozD+P(0)—P(6) mod H .

i=1

Da Z offen ist, kann man |¢| klein genug wihlen, so dal auch D + P(0) — P(¢) € Z
g
ist. Seien nun u.(t),ve(t), w.(t) die drei dem Divisor ) Pi(e) — ¢ - o0 zugeordneten
i=1

Polynome. Dann reprasentieren

du,
de

die Translation von Dp nach TJac(C) D"

dv,
)
e=0 de

dwe
o de

o) €Tzp = TJaC(C),D

&= &=

In [Mumford], IIla, 3.1. wurde die Wirkung von Dp auf u(t),v(t), w(t) berechnet.
Wir zitieren hier nur das spezielle Ergebnis fiir P = oo:

Satz 1.3: Nach geeigneter Normierung von Do, d.h. Multiplikation mit einem
Skalar, und der Bezeichnung ° fir Do operiert diese auf den Koeffizienten von
u(t),v(t),w(t) folgendermapfen:

4(t) = v(t)

5(8) = & (—w(t) + (t — uz + wo)u(?))
W(t) = —(t — ug + wo)v(t) .

Beweis : Den Beweis, siehe [Mumford],IIIa,3.1., fiihrt man durch explizites Aus-
rechnen der entsprechenden Gleichungen fiir Dp, P € C, P # oo und anschliefien-
dem Ubergang zum Grenzwert P gegen oo.

O



1.2 : Die Jacobische Varietdt als Abelsche Varietit

Wir werden jetzt die Jacobische Varietdt einer hyperelliptischen Kurve als Abel-
sche Varietat konstruieren. Eine g-dimensionale Abelsche Varietét ist ein komplexer
Torus C? /T, wobei I ein diskretes Gitter von maximalem Rang 2¢ ist, der auch eine
projektive algebraische Varietét ist.

Waéhlen wir ein nichtsinguldres Modell der hyperelliptischen Kurve C vom Geschlecht
g, so kann dieses bekanntlich als kompakte zusammenhangende Riemannsche Flache
S vom Geschlecht g aufgefafit werden. Ihre erste Homologiegruppe H;(S,Z) ist
eine freie abelsche Gruppe mit 2¢g Erzeugern. Ublicherweise wihlt man Erzeugende
Ay,...,Ay, By,..., B, als geschlossene Kurven in S, so daB sich zwei verschiedene
A; in keinem Punkt schneiden, ebenso nicht zwei verschiedene B;, und A; und B;
schneiden sich nur, wenn j = 7 ist, und dann in genau einem Punkt.

Zusétzlich betrachtet man den g-dimensionalen Vektorraum €2,(S) der holomor-
phen Differentiale. In unserem Fall einer hyperelliptischen Riemannschen Fléche,
die durch die Gleichung Y2 = f(X) gegeben ist, ist M mit einem Polynom
p(X) vom Grad < g — 1 ein holomorphes Differential. Da auch der Vektorraum der
“so beschriebenen Differentiale die Dimension g hat, gilt

(S) = {M |p(X). Polynom vom Grad < g — 1} )

2:1(S) hat eine Basis wy, ..., wy mit

/w=%,
A

welche wir im folgenden festhalten werden. Definieren wir die g x g-Matrix  durch

Q,‘j :=/Wj ’

B;

dann ist  symmetrisch mit positiv definitem Imaginarteil. Diese Aussagen findet
man z.B. in [Mumford], II,§2. Wir definieren das diskrete Gitter I'g mit Perioden-
matrix Q durch I'g := Z9 + Q - Z9. Die analytische Jacobische Varietdt von C
definieren wir als den komplexen Torus C?/T'q. Da der Imaginérteil von Q positiv
definit ist, ist C?/T'q eine projektive Varietit, siche etwa [Griffiths], Chapter 2.6.
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Mit w := (wy,...,wy)* ist die Abbildung

Y Cc* — C?/Tq

k P
(Pryeoy Pe) — > fw mod I'q

=100

holomorph. Nach dem Satz von Abel induziert sie einen Isomorphismus
? : Jacg(C) — C¢/Tq

von der Jacobischen Varietét als Divisorklassengruppe auf die analytische Jacobische
k k
Varietat, indem die Divisorklasse von Y P;— " Q; auf (P, ..., Pt)—¢(Q1, ..., Q&)
i=1 =1
abgebildet wird.

In den analytischen Koordinaten z,...,2, wird die oben gewahlte Derivation Do
9
auf eine Linearkombination c,-g‘z—‘ mit komplexen Koeflizienten c¢; der partiellen

=1
Ableitungen abgebildet. Der Vollsténdigkeit halber sei hier erwéhnt, da8 sich die c;
aus der Basis wy,...,w, von 2;(S) berechnen lassen. Ist ndmlich

i pi(X)dX

; 7 mit pi(X) = e X9 + ...,

- dann haben wir die Identifizierung

I 0
Do — — ; €; 87,

(siehe [Mumford), IIIa, 5.10).
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Kapitel 2 : Thetafunktionen auf hyperelliptischen Tori

Im ersten Kapitel haben wir gesehen, daf8 die Jacobische Varietiat Jac(C') einer hyper-
elliptischen Kurve C vom Geschlecht ¢ als komplexe Mannigfaltigkeit ein komplexer
Torus C9/T" mit einem Gitter I' C C9 ist. Auf diesem mdochten wir nichtkonstante
meromorphe Funktionen konstruieren. In Vorbereitung hierauf definieren wir Theta-
funktionen, denn aus ihrer Quasiperiodizitat beziiglich I' (sieche Lemma 2.1) folgt,
dafl das Quadrat vom Quotienten zweier Thetafunktionen immer eine meromorphe
und beziiglich I" periodische Funktion ist, also eine meromorphe Funktion auf C9/T’
definiert.

Nach der Definition der Thetafunktionen zu hyperelliptischen Kurven beweisen wir
einige ihrer elementaren Eigenschaften, die sich aus der Reihendarstellung ergeben,
insbesondere die Riemannsche Thetaformel, Satz 2.7, aus dem wir als Korollar Addi-
tionstheoreme fiir unsere Thetafunktionen herleiten, siche Korollar 2.8, Korollar 2.8’.
Mit Hilfe der "Fundamental Vanishing Property” von Mumford, Satz 2.11, die nur
fiir Thetafunktionen hyperelliptischer Kurven richtig ist, (siche [Mumford], IIIa, §9),
vereinfachen wir die Additionstheoreme, Satz 2.14, ferner folgt aus ihr und der Rie-
mannschen Thetaformel die Frobeniussche Thetaformel.

2.1 : Definition und elementare Eigenschaften

Sei = (§4,)i,j=1,...,¢ die Periodenmatrix von I, eine symmetrische komplexe g x g-
Matrix, deren Imaginarteil Im(2) := (Im(f%;))i,j=1,....¢ positiv definit ist, d.h.
I'=Tq =279+ Q-7Z9. Zwei Vektoren a,b € %Zg , den Charakteristiken, ordnen wir
die auf C9 holomorphe Thetafunktion mit Periodenmatrix §2,

19[2]:@9—»@ ,

z+— I[}](2) = 9[5](2,Q) := Z exp (m(n + a)'Qn + a) + 27i(n + a)*(z + b)),
n€Zs

zu.

Bemerkung : Die positive Definitheit des Imaginérteils von 2 sichert die absolute
und auf jeder kompakten Teilmenge von C? gleichméBige Konvergenz der Reihe. Den
Beweis hierzu findet man z.B. in [Mumford], II, Proposition 1.1.

Das folgende Lemma beschreibt die Quasiperiodizitat der Thetafunktionen beziiglich
I':
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Lemma 2.1: Seien a,b € %Zg und p,q € Z9. Dann gilt

19[1;](2 +QP+Q) - e—m’p‘ﬂp—21rip’(z+b)+21ria’q ﬂ[z](z)

Beweis : Wir schreiben die linke Seite in der obigen Reihendarstellung und ver-
schieben anschlieSend den Summationsindex von n nachn + p :

19[1;](2 +Qp+ q) — Z em’(n+a)’9(n+a)+21ri(n+a)’(z+9p+q+b)
nezs
— e—m’p’Qp—21rip'(z+b)+21ria'q
. Z eTi((n+a) Q(n+a)+2(nta) Qp+p'Ap)+2mi((n+a) (24+5)+p (2+b)+n'q)
nezs
— e—m’p'ﬂp—21rip’(z+b)+21ria’q Z e1ri(n+p+a.)’Q(n+p+a)+21ri(n+p+a)'(z+b)
neze

Wir haben hier benutzt, da8§ e2**'¢ = 1 fiir alle n € Z¢ ist. Nach der Indexverschie-
bung von n nach n + p bekommen wir das gewiinschte Ergebnis.

O

Bemerkung 2.2: Das Quadrat vom Quotienten zweier Thetafunktionen ist nach

diesem Lemma eine bzgl. I' periodische Funktion, d.h. eine meromorphe Funktion
auf C9/T, denn es gilt

(v[z;](z + np+q)>2 _ <ezp(—zm'ptbl + 2rialg) ﬂ[z;](z))2 _ (ﬂ[z;](z))2 |

93,1z + Qp+q) exp(—2miptby + 2miazq) 9[}]](2) 93, 1(2)

Veréndern wir z in 9[}](z) nur um eine Halbperiode, dann erhalten wir Beziehungen
zwischen Thetafunktionen verschiedener Charakteristiken :

Lemma 2.3: Fiur a,b,c,d € %Zg gilt

ﬂ[z](z +Qc+d) — e—m’c’ﬂc—21ric’(z+b+d) 19[215](2)

Beweis : Wir gehen von der Definition der Thetafunktion aus und erhalten

'9[7,](2 + Qc+ d) = Z e"i(""'ﬂ-)tﬂ(n+a.)+21ri(n+a)’(z+Qc+b+d)
n€Zd
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_ e—ric'ﬂc—21ric'(z+b+d).

Z e1n'((n+a)'Q(n+a)+2(n.+a)'Qc+c'Qc)+21n'((n.+a)'(z+b+d)+c'(z+b+d))

n€Zs
— e—m’c'ﬂc—21ric'(z+b+d) Z e1ri(n+a+c)'Q(n+a+c)+21n'(n+a+c)'(z+b+d)

n€zs

_ e—m’c'ﬂc—21ric'(z+b+d) ,‘9[ a+c](z)
- b+d

Verbinden wir die beiden Lemmata, dann erhalten wir :
Korollar 2.4: Fira,be %Z-" und p,q € Z9 qilt :

I5321(2) = 2™ B[5](2)

Beweis : Nach Lemma 2.1 ist

ﬂ[z](z +QP+(]) - e—m’p'ﬂp—2m’p'(z+b)+21ria'q 0[Z](z) :
“und nach Lemma 2.3 ist

Iz +Qp+q) = e~ ip' Qp—2mip* (z+b+q) g[zig](z)
Das Gleichsetzen der rechten Seiten liefert mit €2™?'¢ = 1 das Ergebnis.

O

Dieses Korollar besagt, dafl wir im wesentlichen, d.h. bis auf ein Vorzeichen, die
oben definierten Thetafunktionen schon mit den Charakteristiken a,b € {0,3}¢
parametrisieren konnen. Bei festem ¢ und gegebener Periodenmatrix {2 haben wir
so also 229 Thetafunktionen definiert.

Eine weitere wichtige Eigenschaft dieser Thetafunktionen ist, daB sie entweder gerade
oder ungerade Funktionen sind, d.h. [} ](—2z) = £9[}](z). Gerade bei der spateren
Berechnung von Thetanullwerten werden wir das folgende Korollar héufig benutzen:

Korollar 2.5: Fir a,b € 3Z9 gilt :
Il (—2) = O[5)(z)

d.h. 9[}] ist genau dann gerade (ungerade) Funktion, wenn 4a'b gerade (ungerade)
18t.
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Beweis : Wir schreiben nach Definition

)

19[(;](_2) = Z e‘iri(n+a)’Q(n+a)+27ri(n+a)’(—-z+b)
nezs
ersetzen den Summationsindex n durch —n und erhalten

— Z e‘lri(—n+a)'Q(—n+a)+27ri(—n+a)t(—z+b)
nezs

— Z e‘lri(n—a)'Q(n—a)+27ri(n—a)'(z—b)
nezs

= 9[251(2) = 9[22 )(2) = e [5](2) = e*™ B[ ](2)

nach Korollar 2.4. Da 4a'h € Z ist, ist insbesondere e~%7ia't = ¢4mia’d ynd die

Aussage {iber gerade bzw. ungerade Funktionen folgt unmittelbar.

O

2.2 : Riemannsche Thetaformeln

In diesem Abschnitt werden wir eine der wichtigsten Beziehungen zwischen Produk-

ten von Thetafunktionen beweisen. Sowohl die Additionstheoreme fiir Thetafunk-
tionen, siche unten, als auch die Frobeniussche Thetaformel, die wir im né&chsten
Abschnitt vorstellen werden, leiten sich aus dieser ab.

Jeder symmetrischen Matrix A € M,(Z) mit A*A = m?I,, m € N, kann man eine
dhnliche Theta-Relation zuordnen. Die meiste Beachtung findet aber die Riemann-
sche Theta-Relation, die sich aus der Matrix

1 1 1 1
1 1 -1 -1
1 -1 1 -1
1 -1 -1 1

A=

ergibt und die wir unten explizit formulieren und beweisen werden (siehe hierzu auch

[Mumford], I, §5 fiir den Fall g = 1).

Zunichst fiihren wir einige Bezeichnungen ein. Einem Viertupel (z,y,u,v) € (C?)*
ordnen wir ein Viertupel (z,§,4,9) € (C?)* folgendermaBen zu:

i=i(z+y+utv)
i=Yaty—u=r)
i=2(z—y+u—v)
t=3(z—y—u+v)
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Insbesondere ist dann (%, 9, %,9) = (z,y,u,v). Ferner definiert diese Abbildung eine
Bijektion zwischen den Mengen

{(nm,p,q) €a+29 |a €{0,}}9,n+m+p+qe229) und (29" .

Da die Periodenmatrix €2 symmetrisch ist, gelten ferner die beiden Gleichungen
n'Qn 4+ m'Qm + p'Qp + ¢'Qq = A'Q7 + R + QP + Q4§
n‘z + mly 4+ plu+ ¢lv =R'E+ Mg+ ﬁtﬁ +§'v,

die wir im Beweis der folgenden Proposition benutzen werden. Zur Vereinfachung
der Schreibweise setzen wir noch 9(z) := 19[3](z).

Proposition 2.6: Fir Vektoren z,y,u,v € C9 gilt:

29 9() 9@ V@) H@) = Y I31=) I51w) A1) FF1(v) -

a,b€{0,3}*

Beweis: Da die Summendarstellung der Thetafunktionen absolut und gleichméfig
konvergiert, kénnen wir die Summationsreihenfolge beliebig vertauschen. Wir be-
" ginnen wieder mit der Definition der Thetafunktionen:

> 9[81(=) 951w S151(w) 9 5](v)

a,bG{O,%}”
— Z Z e'lri[(n-{—a)‘Q(n+a)+...+(q+a)‘Q(q+a)]+21ri[(n+a)‘:c+...+(q+a)‘v]
a,b€{0,1}s n,m,p,q€LI . e21n'(n‘+...+q‘)b+8m'a‘b
— Z Z e7ri[(n+a)‘Q(n+a)+...+(q+a)’Q(q+a)]+2-;ri[(n+a)‘:r:+...+(q+a)‘v]
aG{O,%}” n,m,p,qGZﬂ . Z e21n'(n+m+?+¢1)‘b .
be{0,3}s
. ; ¢ 29 fallsn+m+p+q€ 229
Nun gilt e?milntmtpta)’s { ’ )
be{%:,%}ﬂ 0 ,sonst

also ist der obere Ausdruck gleich

=929 Z Z e-;ri[(n+a)'9(n+a)+...+(q+a)'Q(q+a)]+27ri[(n+a)‘:c+...+(q+a)'v]

lyg n,m,pq€2
a€{0.3) | i ieeos
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= 929 § : § : em'[n'Qn+...+q'Qq]+21ri[n'z+...+q'v]
1 ym,p,q€at+Z8
€03l D ed

Nach den Vorbemerkungen ist dies gleich
= ) eminOnterRniln s+ < 99 () 9(g) 9(@) 9(D) -
n,m,p,§€L¢
]

Nach dieser Vorbereitung kommen wir zur endgiiltigen Formulierung der Riemann-
schen Thetaformel:

Satz 2.7: (Riemannsche Thetaformel)
Seten ¢,d € %Zg und z,y,u,v € CI. Dann gilt:

29 9[51(2) I[4)(5) d[3)(&) I[3)(¥)

= Y e giay(a) 92 )(y) 92 )(u) I2)(v) -

a,be{O,-;-}-‘l

"Beweis: Wir ersetzen in der Proposition 2.6 ¢ durch = + 2§2¢ + 2d. Dadurch
werden ,...,0 durch & 4+ Q¢ + d, ..., 9 + Qc + d resp. ersetzt, und wir erhalten

299(2 + Qe+ d)-- I + Qe+ d)

= Y O3l +29c+2d) 95 1(y) O[3 1(u) I[)(v) -
a,b€{0,}}s

Dies ist nach Lemma 2.1 und Lemma 2.3 &quivalent zu

09 ¢ —4mic! Redmic! (B+.+9)-8rictd (¢ 7 .. 9] <](5)

— Z e—-41n'c'Qc—41n'c (z+b)+41ria‘d19[(;](z) L 19[(;](,0) )
a,be{0,1}s

Wegen z = (& + ... + 7) folgt
209[5)(2)- - O[)(B) = Y eI 2)(z) - 9[5)(v) .

a,bG{O,%}g
]

Spezialisieren wir die Variablen im vorstehenden Satz geschickt, dann erhalten wir
die Additionstheoreme fiir Thetafunktionen (fiir den Fall ¢ = 1 vergleiche auch
[Mumford], I, §5 oder [Weber], §22). J.D. Fay erwdhnt in [Fay], I, (3), eine andere
Sorte von Additionstheoremen, die allerdings auch die Periodenmatrix {2 verédndern.
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Korollar 2.8: (Additionstheoreme)

Seien ¢,d € %Zg und z,u € C¥ . Dann gilt:

20 9[5)(z +w) I[5)(z —u) W[5N0)2 = D et gl )(2)? W[5 ])(u)® .
a,be{0,1}s

Beweis : Wir setzen in Satz 2.7 mit den dort verwendeten Bezeichnungen z = y
und u = v. Dies ersetzt Z durch = + u, § durch z — » und 4, ¢ jeweils durch 0.

O

2.3 : Nullstellen von Thetafunktionen

Neben den ungeraden Thetafunktionen verschwinden auch einige gerade am Punkt
0 € C9. Mumford hat diese fiir den hyperelliptischen Fall genau klassifiziert; wir

stellen hier zunéchst seine Ergebnisse vor.
29+1

Sei C : y? = f(z) = ][] (z — a;) mit paarweise verschiedenen a; eine hyperelliptis-
=1

che Kurve von Geschlecht g mit Verzweigungspunkten ay, ..., 8241, @242 := 00. Sei

B :={1,2,...,2¢9 + 2} deren Indexmenge und B' = B — {29 + 2}. Wegen der beson-
deren Bedeutung des Verzweigungspunktes azg42 = 0o bezeichnen wir im folgenden
auch haufig den Index 2¢g 4+ 2 mit oo.

Einem Verzweigungspunkt ag, k € B,i ordnen wir den 2g-Vektor n; folgendermafien
zu:

0 o Lo ... 0 .
N2i-1 = (((l 1 (2) 0 Oit) 1<i<yg

! !

1

i

!

t
(@ 0 7 0 ... 0 L<i<

(3 2 2 0 0)

N
- (83

Die nk, k € B', erzeugen 3Z%9/7%9 mit der Relation

> me=0€32%/2% .
keB’
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Wir méchten die Menge der Charakteristiken, die wir spiter auch als Elemente von
32%9 /7% auffassen, mit Teilmengen gerader Ordnung von B parametrisieren. Die
Potenzmenge von B ist mit der Verkniipfung SoT := (SUT)—(SNT) eine Gruppe.
Sei G := {S C B | #S gerade} die Untergruppe der Elemente gerader Ordnung der
Potenzmenge von B. Jeder Teilmenge S von B ordnen wir eine Charakteristik

nsi= ) Mk

k€S

zu. Dies definiert einen Epimorphismus abelscher Gruppen, 7, von G auf $2%9/7%9,
denn

NSoT = ZAnkE Z N + 2 Z nk=an+an=ns+nTmodZ2”.

k€SoT keSoT kesSNT kEeS keT

Diese Abildung ist surjektiv, da aus obiger Relation zwischen den n; folgt

Kern(n) = {0,B}, und da #G = 2%9%! = 2. #1729/729 ist. Insbesondere ist
G := G/Kern(n) = G/(s~csy & 1Z29/Z%9, d.h. wir konnen die Charakteristiken
mit den Elementen von G parametrisieren.

Die Additionstheoreme enthalten auf der rechten Seite einen Faktor der Form

s(nt t . N . . « e .
edmi(e’d=b"c)  Um diesen in der neuen Schreibweise der Charakteristiken einfach

schreiben zu kénnen, setzen wir
a, ,c
<(b)’ (d)> = 4(atd - btc) ’
bzw. fiir §,T € G:

(ns,nt) = 4((ns)i(n1)2 — (ns)2(nT)1) ,

wobei (7s)1, (ns)2 den Vektor der ersten respektive zweiten g Eintrége des Vektors
ns bezeichnen.

Lemma 2.9: Seien S,T € G. Dann gilt:
(ns,nT) =#SNT mod 2,

insbesondere ist {,) : G x G — Z/2Z eine symmetrische Bilinearform.

Beweis : Da ns € 3;Z?9/Z* unabhingig von der Wahl des Reprisentanten S
von S ist, ist die linke Seite der Gleichung wohldefiniert. Auch die rechte Seite ist
wohldefiniert, denn wegen #T gerade ist

#CSNT)=H#T —#SNT=#SNT mod 2 .
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Als néchstes zeigen wir die Bilinearitét der rechten Seite. Es gilt
#(S1N(S2083)=#S5S1NS2+#S51NS3 mod 2,
da S; N(S2083) =51 N[(S2U S3) —(S2 N S3)]
=[(S1NS2)—83] U [(S1NS3)— S,
=[(§1NS2)—(S1NS2NS;3)] U [(S1NS3)—(S1NS2NS3)] .
Dies zeigt, daf8 die rechte Seite des Lemmas eine symmetrische Bilinearform
G x G — Z[2Z ist.
Um die Gleichung zu beweisen, bemerken wir zunichst, da8 fiir j,k € B
(njsme) =14 6jx mod 2 (6;z Kroneckersymbol)

gilt, wie man leicht nachrechnet. Da #T gerade ist, weist man leicht nach

(ns,nr) = E (s, ) = E (14+6)=#SNT mod 2.
JjES JjES
kET kET

O

Sei U C B die Menge U = {1,3,5,...,2g + 1} der ungeraden Zahlen in B. Dann
188t sich in unserer neuen Schreibweise auch die Eigenschaft von 9[ns]|, gerade oder
ungerade Funktion zu sein, einfach ausdriicken:

Lemma 2.10: Se: S € G. Ins] ist genau dann gerade Funktion, wenn #SoU =
g+ 1 mod 4.

Beweis : Nach Korollar 2.5 wissen wir, da8 J[ns] genau dann gerade ist, wenn
4(ns)t(ns)2 gerade ist. Andererseits ist #SoU = #S+#U —-2#SNU = g+1 mod 2,
daher werden wir zeigen, da8 fiir alle S € G gilt

SoU—-(g+1
4(775)1(775)2+# 2 2(g )EOmodz.

Diese Abbildung, S+ 4(ns);(ns)2+ w mod 2 ist ein Gruppenhomomor-
phismus ¢ : G — Z/2Z, denn fiir S,T € G gilt mit #U = g + 1 und dem vorigen
Lemma 2.9

¢(S o T) = 4(ns + 1) (15 + nr)s + E2TY=(et])

= 4(ns)i (ns)z + 4(nr)i(nT)2 + (ns,nT) — #SN(T o U)
| #SHFU=(HIFFTU=(g1)

=4(ns) (ns)2 +4(nr)i(nT)e + #SNT —#SNT —#SNU
4 (#SoU—(g+1)+#ToU~(g+1)+2#50U
2

©(S)+ ¢(T) mod 2 .
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Aus der Definition von U und n; fiir k € B errechnen wir leicht, da8 ¢(.S) = 0 fiir
alle S = {k, o0} ist. Da diese G erzeugen, gilt auch ¢(S) =0 fiir alle S € G.

O

Die Verbindung zwischen der Mengenlehre und der Klassifikation der hyperellipti-
schen Thetafunktionen, die bei 0 verschwinden, liefert der folgende Satz von Mum-
ford, die sogenannte ”Fundamental Vanishing Property”, den wir hier ohne Beweis
vorstellen:

Satz 2.11: ([Mumford], IT1a, 6.7)
Ses U C B die Menge der ungeraden Zahlen in B, U = {1,3,...,29 + 1}. Dann gilt
fir alle S € G:

Insl(0)=0 =  #(SoU)#g+1.

Bemerkung : Wegen CSoU = C(SoU) und #B = 2¢g + 2 ist die Eigenschaft
#(SoU) # g + 1 unabhingig von der Wahl des Reprisentanten S von S.

Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir die Additionstheoreme von Korollar 2.8, die auf
den rechten Seiten 229 Summanden haben, so vereinfachen, daf§ sich diese Zahl auf
29 verringert, indem wir mehrere der Gleichungen addieren. Motiviert wurde die
Suche nach dieser Moglichkeit durch ein entsprechendes Verfahren im Fall ¢ = 1
(siehe etwa [Mumford], I, §5, Gleichungen (A;),z = 1,...,16, oder [Weber], §22).

Wir definieren dazu zwei Untergruppén U und V von G:
U={SeG|SC{1,3,.,2g+1}VCSC{L,3,..,29+1}}
V={Te€G|TC{24,.,2g+2}VCT C {2,4,...,29 + 2}} .

Man weist leicht nach, daB & und V tatsichlich Untergruppen von G sind, die

orthogonal zueinander beziiglich der Bilinearform <,>: G x G — Z/2Z sind.

Wegen S ~ CS ist die Ordnung von U gleich der Anzahl der Teilmengen gerader
Ordnung von {a1, a3, ..., azg+1}, also gleich 29. Analog ist auch #V = 29.

Lemma 2.12: (i) Ist S €U UV — {0}, dann ist 9[ns](0) = 0.
(11) Fir alle T € G gilt
Z eTins.nr) — {29 , falls TeVy .

- 0 , sonst
Seu

(1#i) Fir alle S € G gilt

3 eritnsn) {29 , falls S e U

- 0 , sonst
Tey
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Beweis : (i) Zuniichst sei S € U, S # 0. Wir wihlen den Repriisentanten S von
S so, daB8 S nur ungerade Elemente enthilt. Sei wieder U = {1,3,...,2¢g +1}. Dann
ist SCU,also#UoS=H#U—-#S=g+1—#S5S # g+ 1 wegen #S > 2. Nach
Satz 2.11 gilt also 9[ns](0) =0.

Wir erhalten das analoge Resultat fiir T € V, indem wir U durch CU ersetzen und
beachten, dal T o CU = CT oU = C(T o U) ist. Satz 2.11 und die anschlieSende

Bemerkung liefern dann den Beweis.

(ii) Seien S € U und T € V. Wegen #U = 29 folgt aus der Orthogonalitit von U

und ¥V
Z emins ) Z 1=99.

Seu Seu
Sei nun T € G — V. Dann gibt es ein ungerades a € T und ein ungerades b € CT,
und der Gruppenhomomorphismus
fr:U—1Z/2Z , S+— (ns,nr)=#SNT mod 2

ist wegen #{a,b} N T = 1 surjektiv. Aus dem Homomorphiesatz folgt nun, da8
#Kern(fr) = 3#U ist, also erhalten wir

Z eTilns,nr) _ Z 1+ Z (-1)=0.

Sey SeKern(fr) SeuU—Kern(fr)

(iii) beweist man analog wie (ii).

Korollar 2.8 lautet in unserer neuen Schreibweise:

Korollar 2.8%: Firalle T € G gilt

29 Ilnr)(e + ) Inrl(z — w) Inr)(0)* = D ™" MY ns](2)? Ins)(u)’ -
SeéG

Man beachte hier, daf keine weiteren Vorzeichen durch das Ersetzen der Charakte-
ristiken durch Représentanten der Klassen von %Zz-" /Z*9 entstehen, da sie in den

betroffenen Summanden immer doppelt auftreten.

Wir summieren mehrere dieser Gleichungen auf und erhalten:

Proposition 2.13:
9[0](z + u) 9[0)(z — u) 9[0](0)* = > _ Ins)(z)® Ins](u)?
Seu

= > Inrl(=)* Inrl(w)’ .

Tey
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Beweis : Die Summe der Gleichungen von Korollar 2.8 iiber alle T € V liefert
> 22 Sz + ) Onrl(z —w) Snrl(0) = Y Y e 1I[ns]() Slns]()’® -
Tey Tev SeG
Nach Lemma 2.12(i) ist 9[n7](0) = O fiir alle T € V — {0#}. Also vereinfacht sich die
Gleichung zu
29 9[0)(z + w) 9[0)(z — w) 910)0) = 3 (3 €757 ) olns(z)? Slnsl(w)?
5eG Tev
Nach Lemma 2.12(iii) ist dies dquivalent zu
29 9[0)(z + u) 9[0](z — ) F[0](0)* = ) _ 27 Ins](=)” Fns](w)® -
Seu
Analog zeigt man den zweiten Teil der Aussage.

O

Additionstheoreme fiir die anderen Thetafunktionen berechnen wir aus der vorste-
henden Aussage, indem wir zu z eine geeignete Halbperiode addieren:

Satz 2.14: (Additionstheoreme fiir hyperelliptische Thetafunktionen
Fir a,be 1729/29 gilt :
I[31(= +u) I[§1(x — u) B[0](0)* = > etmia' (1)2g9lng 4 (2)](2)? Ins](u)?
Seu

— Z e41ria'('lT)219[l,7T + (‘;)](:1:)2 19[17T](u)2 .
Tev

Beweis : Ersetzen wir in Proposition 2.13 z durch z + Qa + b, dann verédndert
sich die linke Seite nach Lemma 2.3 zu

9[0])(z + u + Qa + b) 9[0](z — u + Qa + b) 9[0](0)?
— e—21ria‘9a—41ria'(z+b)19[:](x + u) ,(9[1;](:1: _ u)t9[0](0)2
und die rechte Seite zu

> Olnsl(e + Qa + b)? Ins](u)?
Seu

— e~2rieta—tria'(e49) § gamia‘daglys 1 (2)](2)? Dlsl(u)?.
Seu

Analog zeigt man wieder den zweiten Teil der Aussage.
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2.4 : Frobeniussche Thetaformel

Als weitere Anwendung der Riemannschen Thetaformel und der ”Fundamental Van-
ishing Property”, Satz 2.11, beweist man die Frobeniussche Thetaformel. Im 4.
Kapitel beweisen wir Beziehungen zwischen Theta-Null-Werten, das sind Derivatio-
nen der Thetafunktionen, ausgewertet an der Stelle 0, indem wir die Parameter der
Frobeniusschen Thetaformel geeignet wéhlen.

Satz 2.15: (Verallgemeinerte Frobeniussche Thetaformel)
Seten zy,29,23,24 € C? mit 2y + 20 + 23 + 24 = 0 und a;,a2,a3,a4 € %Z“ mit
a1 +az+ a3+ ay =0. Dann gilt :

> (1Y H dai + n;](2:) = 0.

JEB i=1

Beweis : Siehe [Mumford], IIla, §7.

[

Eine Anwendung der Frobeniusschen Thetaformel ist das Verschwinden von Ablei-
tungen der Thetafunktionen an der Stelle 0.

Satz 2.16: Sei1 S C B gerader Ordnung, k > 0 und d etne beliebtge Derivation.
Ist #S0U < g+ 1—2k oder #SoU > g+ 1+ 2k, dann ist

d*9[ns)(0) =0 .

Beweis : (Vollstindige Induktion nach k)

k =0: Satz 2.11.

Sei nun k¥ > 0 und die Behauptung fiir kleinere ganze Zahlen schon bewiesen. Sei
#SoU < g+1—2k. Ersetzt man S im Fall #SoU > g+1+42k durch sein Komplement
in B, dann wird auch dieser Fall in unsere Betrachtung mit eingeschlossen.

SeiT:=SoU,dh. #T < g+1—-2kund #T =g+1mod 2. Ist #T =g -1 —
2k mod 4, dann ist nach Lemma 2.10 d¥9[ns] ungerade Funktion, also trivialerweise
d*d[ns)(0) = 0.

Im folgenden nehmen wir daher an, dal #7 = ¢ + 1 — 2k mod 4 ist.
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Wir wihlen drei paarweise disjunkte Teilmengen X,Y, Z C B—T mit je (g+1—#T)
Elementen. Dies ist moglich, denn zunichst ist wegen #T = ¢g + 1 mod 2 die Zahl
%(g + 1 — #T) ganz, wegen #T < g+ 1 — 2k und k > 0 sind die Mengen nichtleer,
und wegen 3- (g + 1 — #7T) < 29+ 2 — #T = #B — #T koénnen X,Y,Z auch
paarweise disjunkt in B — T gewahlt werden.

Ferner wéhlen wir ein Element £ € X und setzen in der Frobeniusschen Thetaformel

21 = 2,29 := —2,23 :=0,24 :=0

ay ;= N7oU + Nz
az = Y(TUXUY)oU T+ Nz
asz 1= N(ruxuz)oU + Nz

a4 = —ai; —az —as .

Wenden wir k-mal die Derivation d nach z auf die Gleichung an und setzen anschlie-
Bend z := 0, dann erhalten wir

. k
S (-1y (Z(—l)‘ () d*"9las +2:1©) '9les + nj](O))

JEB =0
- Iaz + n;](0) Ias + 7;](0) =0 .

Wir werden zeigen, daf in dieser Gleichung auf der linken Seite nur genau ein Sum-
mand stehen bleibt. Dazu berechnen wir Représentanten Si(7), ..., S4(j) € B der
Klassen S;(7) mit a; + ;i = ns;(j) mod Z*9, fiir die #5;(j) o U minimal wird. Dann
gilt S1(j) o U = (T U {z}) o {j}, und wegen

0 ,fallsj ¢ TU({=z}

1 , sonst

#Sl(j)oU=#T+2—2-{ }<g+3—2k

folgt nach Induktion d'd[a; + 7;](0) = 0 fiir 0 < I < k. In der obigen Gleichung
bleibt also noch

> (—1y d*d[as + n;)(0) dlaz + n;1(0) Dlas + n;](0) Vas + n;)(0) =0 .
JEB

Wir testen nun, welche Summanden in dieser Summe noch verschwinden. Dazu

berechnen wir zunéichst die Ordnungen der iibrigen S;(j)oU, um Satz 2.11 anwenden
zu konnen:
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S2(J)oU=(TuXUY)o{z}o{j} =(TUXUY —{z}) o {5}
#Sg(j)oU=#T+#X+#Y—1+1—2-{0 falls j ¢ TUX UY —{z}

1 , sonst

=g+1—2-{0 yfalls j ¢ TUX UY — {z}
1 , sonst

S3(j)oU = (TUX U Z - {z}) o {5}
#Ss(j)0U=g+1—2-{(1) :ZillllztieéTUXUZ—{x}
S4(i)oU =(TUY UZU{z})o{j}

: _ 5. JO Lfallsj ¢ TUY UZU {z}
#Su(j)oU =g +3—2 {1 fle.

Zu a2 + n;](0) I[as + n;](0) F[as + n;](0) # 0 ist nach Satz 2.11 &quivalent, daBl
#52(5) o U = #S83(j) o U = #54(j) o U = g + 1 ist, also

j¢TUX - {2} UY,j¢TUX —{z}UZundj e TUYUZ U {z},

also j = z.
In der Summe bleibt daher nur der Summand

(—1)* d*9[as +n:](0) Faz + n:)(0) F[as + n:](0) F[as + n:](0) =0

{ibrig, wobei die letzten drei Faktoren ungleich 0 sind. Es folgt, daB d¥d[a; +7.](0) =
0 ist, dies ist aber #quivalent zu d*d[ns](0) = 0.

O
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Kapitel 3 : Konstruktion meromorpher Funktionen
auf hyperelliptischen Tori

In diesem Kapitel werden wir zunéchst eine meromorphe Funktion p : C¢/T' — C
definieren, die sowohl in der Konstruktion, als auch in ihren Eigenschaften als Verall-
gemeinerung der Weierstralschen p-Funktion im Fall ¢ = 1 aufgefa8t werden kann.
Im wesentlichen ist sie die zweite logarithmische Ableitung einer Thetafunktion, 9[4],
wobei wir das é unten noch explizit angeben werden.

Als Einstieg in die Theorie meromorpher Funktionen auf hyperelliptischen Tori be-
weist man, dal eine nichtkonstante meromorphe Funktion f : C¢/T' — C minde-
stens die Ordnung 2 hat; der Beweis verlauft dabei analog zu dem im Fall ¢ = 1. Die
Ordnung von f definiert man als die Anzahl der Polstellendivisoren, die auch gleich
der Anzahl der Nullstellendivisoren ist, wobei Vielfachheiten jeweils mitgezahlt wer-
den.

Im zweiten Abschnitt werden wir dann Gleichungen fiir die Jacobische Varietit
einer hyperelliptischen Kurve mit den Ableitungen der p-Funktion als Koordina-
ten herleiten und einen Algorithmus angeben, der diese Gleichungen bei gegebener
- Kurvengleichung berechnet.

3.1 : Die p-Funktion

Die Konstruktion meromorpher Funktionen beginnt im Fall ¢ = 1 mit der Weier-
strafischen o-Funktion ¢ : C — C, die holomorph und beziiglich I quasiperiodisch
ist und nur auf den Gitterpunkten von I' Nullstellen hat, die einfach sind. Man kann
z.B. o(z) = 19[152](z) wihlen. Dann definiert man p(z) := —z‘i—;,- log(a(2)) + const.,
und man sieht leicht, da88 p(z) eine gerade elliptische Funktion der Ordnung 2 ist.
Wihlt man die Konstante so, da8 die Laurententwicklung von p(z) um z = 0
keinen konstanten Term besitzt, dann erfiillt p(z) die Differentialgleichung p'(2)? =
4p(2)3 — g2p(2) — g3, und man kann p(z), p'(z) als Koordinaten fiir die elliptische
Kurve

E:Y?=4X3 ~ g, X — g3 benutzen. Genauer ist die Abbildung
C/T — ECPC) , z+— [p(2),p'(2),1]

ein komplex-analytischer Isomorphismus komplexer Liegruppen (siehe [Silverman),
VI, 3.6).

Einen Ansatz, diesen Prozefl auf den Fall ¢ = 2 zu verallgemeinern, fithrt Grant in
[Grant] explizit aus. Er arbeitet dort mit drei p-Funktionen, némlich nach geeigneter



27

Wahl einer o-Funktion den drei zweiten partiellen logarithmischen Ableitungen von
—0(z). Zusammen mit fiinf p’-Funktionen liefert dieser Ansatz eine Darstellung von
Jac(C) — O als affine Varietit durch 6 Gleichungen in 8 Koordinaten. Diesen Ansatz
werden wir hier nicht weiter verfolgen, da Mumford in [Mumford], IIla, §10 eine
niedrigerdimensionale Darstellung von Jac(C') — © definiert, die fiir unsere Zwecke,
namlich einen effektiven Algorithmus zu beschreiben, geeigneter ist, und welche auch
fiir groBeres ¢ leicht berechnet werden kann.

Wir nehmen dazu die im 1. Kapitel gewahlte Derivation, D, und definieren die
Verallgemeinerung der Weierstraschen p-Funktion durch

p(z) :== —4 D? (log 9[6](2)) + const.

mit einem geeigneten § € 1Z%9. Setzen wir dann noch pF)(2) := DX p(z), dann er-
halten wir mit p(z),p'(2),...,p29~1(z) als Koordinaten eine Einbettung von
Jac(C) — © in den affinen Raum A2?9. Mit Hilfe der drei Polynome u(t), v(t), w(t),
die wir im ersten Kapitel definiert haben, leiten wir im ndchsten Abschnitt beschrei-
bende Gleichungen fiir die so entstandene Varietit her.

In diesem Kapitel sei wieder B = {1,2,...,2g+ 2} die Indexmenge der Verzweigungs-

punkte a1,4az,...,02g41,02g42 = 00, B' = B — {29+ 2} und U = {1,3,5,...,2g + 1}

die Teilmenge der ungeraden Indizes. Wir kommen nun zur Wahl einer geeigneten
 Charakteristik 8, die die Menge © der Divisorklassen

D=) Pi—r-ocomitp; # oo, P # P fiiri #j

i=1

mit r < g mit dem Nulldivisor der J[é]-Funktion identifiziert:

— N
ot N | 1=

=Y neiam

1 1

I ) 2
6= (1 921
2 keU

2

~N

Satz 3.1: ((Mumford], ITla, 5.3) Se: w = (w,...,wy)" die tm 1. Kapitel ge-

wdhlte Basis der holomorphen Differentiale. Dann gelten :
(i) Fir alle z € C9 gilt

g—1 P;
I6](2) =0 <= 3IP,.,P1€Cmitz= Z/ wmod T,

i=1v>®

d.h. Jac(C)— O wird mit dem Isomorphismus Jac(C) — CI /T des ersten Kapitels

analytisch mit (C9/T)—(V (9[6])/T) identifiziert, wobe: V(I[6]) C C9 den Nulldivisor
der V[6]-Funktion bezeichnet, welcher von der Vielfachheit 1 ist.
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g
(ii) Zu allen k € B' ezistieren Konstanten ci, so daf fir alle Divisoren D = E P; e

=1

g
Div9(C), P; = (zi,v:), mit zugeordnetem Polynom uP(t) = [[ (t — ;) gilt

=1

uD(ak) = cg (1’%7(—;])——(32)2 mit 2z = i/(:iw mod I .

=1
Dies zeigt nach Bemerkung 2.2 insbesondere, dafi die Koeffizienten von uP(t) me-
romorphe Funktionen auf CI /T sind.

Dieser Satz ist die wichtigste Verbindung zwischen den beiden Darstellungen der
Jacobischen Varietat. Der erste Teil motiviert die Wahl von 9[4] als Analogon zur
Weierstraschen o-Funktion. Der zweite Teil liefert, wie wir spater noch sehen wer-
den, Beziehungen zwischen der Kurvengleichung und den Thetafunktionen iiber das
Divisorklassengruppenmodell der Jacobischen Varietdt. Wegen der Identifizierung
von © mit V(J[6]) bezeichnen wir letzteres im folgenden ebenfalls mit ©. Analog
zum Fall ¢ = 1 beweist man leicht, da8 die von uns eingefithrten Thetafunktionen
den Nulldivisorgrad 1 haben, so da8 speziell 9[§] genau den Nulldivisor © mit der
Vielfachheit 1 hat.

Zum Beweis des Satzes méchten wir nur anmerken, dafl der erste Teil eine Folgerung
- eines Satzes von Riemann ist, sieche [Mumford], II, §3. Beim Beweis des zweiten Teils
wird ausgenutzt, daf§ nichtkonstante meromorphe Funktionen auf hyperelliptischen
Tori mindestens die Ordnung 2 haben.

Interessante Anwendungen des zweiten Teils werden wir durch Spezialisierung der
Divisorklasse D auf eine 2-Torsionsklasse bekommen. IThr kanonischer Reprasentant
besteht dann aus Verzweigungspunkten der Kurve und es gilt

Korollar 3.2: Fiir eine Teilmenge T von B' gilt

(airo)
Q)+ (n7)2 = Z/ wmod T .

€TV ®

Beweis : Dieses ergibt sich aus der Definition der n; und Integration der rechten
Seite dieser Gleichung fiir spezielle ein- und zweielementige Teilmengen von B. Die
expliziten Rechnungen findet man in [Mumford], IIla, 5.6-5.7.

O
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In der folgenden Definition geben wir unsere Verallgemeinerung der Weierstrafischen

p-Funktion an. Im ersten Kapitel haben wir die Derivation Do, mit der Derivation
g
-3 e,-a%‘ identifiziert. Wenden wir diese auf eine meromorphe Funktion f : C4 —

=1
C an, dann schreiben wir ebenfalls entweder Doo(f(2)) oder auch einfacher f'(z).

Aus dem Zusammenhang wird immer ersichtlich sein, welche Derivation gemeint ist.

Definition und Satz 3.3: Wir definieren

p(z) := —4 D2, (log 19[6](2)) +d

mit einer Konstanten d, die wir in der folgenden Proposition geeignet bestimmen
werden. Dann gilt:

p:CI — C ist eine gerade und bezuglich T' periodische meromorphe Funktion,
definiert also insbesondere eine meromorphe Funktion p : C9/I' — C, mit einem
Polstellendivisor der Ordnung 2 entlang O.

Beweis : Die Periodizitat von p folgt aus Lemma 2.1, denn es gilt fiir p, ¢ € Z9

p(z+Qp+q)=—4 Dgo (logﬂ[é](z + Qp + q)) +d
= —4 D% (log(e""'?‘Qp—21rip‘(z+b)+21ria'4)) —4 D% (log 19[6](2)) +d

~ 4 D% (log 9[8)(2)) +d = p() .

Wir haben hier ausgenutzt, da8 die Derivation nach z gleich der Derivation nach
z+ Qp+ q ist.

DaB p eine gerade Funktion ist, liest man aus der Definition ab. Da 9J[6] einen
Nulldivisor der Ordnung 1 entlang © hat, hat p als zweite logarithmische Ableitung
von 9[6] einen Poldivisor der Ordnung 2 entlang ©.

1

Die folgende Proposition stellt die Verbindung zwischen den Polynomen u(t), v(t),
w(t) und der p-Funktion her. Mit ihr kénnen wir auch die Wahl der Konstanten d
in der Definition der p-Funktion begriinden, denn sie wurde so gewahlt, daB diese
Verbindung méglichst einfach wird. Aus dieser Proposition leiten wir anschlieBend
beschreibende Gleichungen fiir Jac(C) — © als affine Varietdt her, und die Wahl
dieser p-Funktion und ihrer Ableitungen als Koordinaten fithrt zu einem effektiven
Verfahren, die beschreibenden Gleichungen in den Koeffizienten der Kurvengleichung
fiir C auszudriicken.
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Proposition 3.4: Seit in dem Modell
Jac(C) — © = {(u(t), v(2), (1)) | f(2) — v(2)? = u(tyw(z), deg(u) = ,
deg(v) < g - 1,deg(w) = g + 1}
so gewdhlt, daf Doo(u(t)) = v(t) 1st. Mit den Bezeichnungen

u(t) =t +ugt? M oy
w(t) = 97! 4 wot? + - 4w,
gilt dann nach geeigneter Wahl der Konstanten d

Wo — Uy = 2@(2) .

Beweis : Wegen u(t) := Doo(u(t)) = v(t) gilt nach Satz 1.3,
o(t) = %(—w(t) +(t—ug + wo)u(t)) .
Mit w(t) = -{ﬁ% - gu%); kénnen wir wg — u; durch

OO0

u(t)  u(®)®  u(t)?
~ausdriicken. Setzen wir speziell ¢ = ax mit einem k € B — {oo}, dann gilt nach Satz
3.1

wo — Uy

98 + me)(2)\?
o = (St )

mit einer Konstanten cx. Wenden wir D, auf diese Gleichung an, dann bekommen
wir
918+ ml(2) 916+ mel'(z) _ 918 +mel(2)? 9181(2)
9[6](z)? ) !
und nach nochmaliger Anwendung

Ao+ ml'(z)*  , OI8 +mel(2) 918 + mi]"(2)
9[8](=)? 9[6](2)?

9[6 + ni(2) B8 + mi]'(2)9[6]'(2)
9[8](=)?

9[6 + me](2)* 9[8)"(2)
9[6]()?

v(ag) = 2¢x

v(ax) = 2¢k

— 8¢y

918 + mel(2)” I[8]'(2)"

2k D[6](2)8

+ 6ci

Damit erhalten wir

vak) _ o, 96 +m]'(2) _, 9[6]'(2)
u(ar) 6+ ml(z)  I6](2)

sowie
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vlar) _, I8 +ml'(2)* |, I+ m]"(2)
u(ar) I8+ mel(2)? 9[6 + nxl(2)

_g M +mel'(2) O8'(z) _, Il]"(2) o OLE'(2)°
9[6 + ni](2) I[6](2) 9[6](2) 9[8)(2)?
Wegen f(ax) = 0 konnen wir die linke Seite der Aussage schreiben als
O[6 + mil'(2)* |, 916 +m]"(2)
96 + ni](2)? 98 + k] (2)
906 + ml'(2) OI'(z) _, 9l]"(2)  ,, OI6)'(2)"
9[6 + me](2) 9[6](2) 9[6](2) 9[8)(2)?

_ O ml' ) Ol +ml(2) L)' (2) _, 918 (2)" a
- 6 ml(2)?  Il6+m](2) IE)(z) - B[8](=)?

wo —u; =4

—16

_ I8t md"(2) I8+ ml(2) 9[8]'(2)
6 +nl(z)  ~ I[6+mel(z) I[8](2)

~4 G S S
Mit
D2, (log(¥[6](2))) = 'ﬂ[&gi'g)) _ i[[&esl]l((j)):
folgt

9[6]"(2)
9[6](2)

) | O ml() 908G
96 +mel(z) ~  I[é+ml(z) I[8)(2)
Dies zeigt, daf§ die auf C?/T' meromorphe Funktion —8 D?_(log(9[6](z))) — (wo —u1)
héchstens einfache Polstellen bei V(J[6]) U V(9[6 + ni]) hat. Da dies fiir alle k €

B — {00} richtig ist, hat diese Funktion tatsichlich hdchstens eine einfache Polstelle
entlang ©, dann ist sie aber eine Konstante, die wir mit d bezeichnen.

—~8 D2, (log(9[6](2))) — (wo — u1) = —4

Setzen wir d := —%J, dann folgt

2p(2) = —8D%(log(9[6](2))) + 2d = wo — us .

O

Bemerkung : (i) Die oben definierte Konstante d, bzw. d, kénnen wir auch
berechnen. Werten wir namlich die Definition von d im Beweis der Proposition an
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der Stelle zo := 26, + §2 aus, dann bekommen wir

(o O, Il I ml ) JE)
Bl I me) TS O mele) Dl) T s

0O, 9l ) Slmel () 9[0)(2)

1010~ P () T P Slnlz) doNe)

Fiihren wir die Grenzwertberechnung explizit aus und beriicksichtigen, dafl ¥[n]
genau dann ungerade Funktion ist, wenn k gerade und ungleich oo ist, dann folgt
mit dem Satz von I’Hospital

9{0]"' (0 9 "0
d= { —4 1"%[(}]((0): —4 1’1%?;,;](((2)))4' ak o falls k € B — {00} ungerade
3[0 (o "o dlol’ 0)
—4 9[0](0) 4 19?1;:‘] oy T8 o0 T 3k falls k € B — {oo} gerade .

Da d nicht von k abhingt, kénnen wir d auch als =1~ 5o +1 - (2¢ + 1) d schreiben, also

- 4 " " i "
d=pii( X Chle i) T (ke - )

kEB-{co} B— {eo}
« ungerade x gerade
1
1 Y a)
k€B—{oco}

(i1) Mumford hat in [Mumford],IIIa,Proposition 10.1 eine #hnliche Aussage wie die in
obiger Proposition behauptete bewiesen. Da erstens unser Beweis nicht die Theorie
der Neumannschen dynamischen Systeme benutzt und zweitens die Aussage unseres
Satzes sich auf die durch Satz 3.1 motivierte p-Funktion als Verallgemeinerung der
Weierstrafischen g-Funktion stiitzt, haben wir den hier vorgestellten Beweis dem
von Mumford vorgezogen.

O

3.2 : Gleichungen fiir die Jacobische Varietit

Wir kommen nun zum Hauptteil dieses Kapitels, namlich Gleichungen fiir die Karte
Jac(C) — © der Jacobischen Varietit als affine Varietéit in den Koordinaten p(¥)(z)
herzuleiten. Anstatt hier nur die Ergebnisse zu zitieren, siche [Mumford],IIIa,10.3
und 10.6, werden wir auch den Beweis unserer p-Funktion angepafit ibernehmen, da
er konstruktiv ist und direkt zu einem Algorithmus zur Berechnung der Gleichun-
gen fiithrt, mit dessen Implementation in Mathematica die Beispiele 3.7 berechnet

wurden.
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Satz 3.5: Der Morphismus
¢ : Jag(C)— © — C*9

21— (9(2),'(2), 8"(2), s 970(2))

ist eine Einbettung, d.h. die p()(2),0 < i < 2¢g — 1, erzeugen den affinen Ring von
Jac(C) — ©. Speziell konnen wir mit Hilfe der Koeffizienten der Kurvengleichung
C :Y? = f(X) die p(V(2) durch universelle Polynome in den Koeffizienten von
u(t),v(t), w(t) des Modells
Jac(C) — © = {(u(t),v(t), w(?)) | f(t) —v(t)* = u(t)w(t),deg(u) = g,
deg(v) < g — 1,deg(w) = g + 1}

ausdricken, sowie die Koeffizienten von u(t),v(t),w(t) durch universelle Polynome
in den p((2) ausdricken.

Beweis : Seien
ut) =t +ugt9 oty
v(t) =0t 4y,
w(t) =t +wet?! +--- 4w,
und
f(8) = 9% 4 fot? 4o+ fo
mit
F(8) = u(t) - w(t) +v(t)* .
Dividieren wir diese Gleichung durch ¢29%!, dann bekommen wir eine Polynomglei-
chung in ¢'!, némlich

@) _u®) w®) | (v(t))2
E gt (22 (1)
t9

t29+1 - t9 t9+1

Das Polynom t—;—,(qt_)T in ¢! mit konstantem Term 1 hat im Ring der Potenzreihen in

t~! eine eindeutige Quadratwurzel, sei etwa -t{%_)l— =a(t1)? mit a(t!) =1+t +
azt™? + ... . Die Koeflizienten a;,as,... lassen sich aus den Koeffizienten von f(#)
berechnen. In der algorithmischen Beschreibung werden wir dies ausfiihren.

Dividieren wir die Gleichung (1) durch ?{,L%- = a(t'1)?, dann bekommen wir
I OLER" O LA NEYEOLS ? .
a(t) ot a(t™)

Diese Gleichung schreibt sich mit den Potenzreihen in ¢

ep1y . w(d) e
Uu (t ) = -a(t—_l)
wra-1y v(t) t9
v(t7) = ot D)
w*(t-l) = ’U)(t) t-(g+l)

a(t1)
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in der Form
1=u*{t) - w*@) +t %) (2)
Mit Hilfe der «; kénnen wir die Koeffizienten (ui,v;,w;) durch die Koeffizienten

(uf, v}, w}) von u*, v*, w* ausdriicken und umgekehrt, indem wir in den Gleichungen

u(t) t9 = u*(t) a(t)
v(t) 79 = v*(t) a(t) (3)
w(t) 0D = w* () a(t?)
bzw.
Qtut?+- +ugt?) =1 +uft +upt?+--)Q+art " +at™® +--+)
(0t Foat 2 4 gt = (ot st ) A F ot Fagt? +--)
(4wt ++ o +wgt™ @) = 14wt +wit?+ ) 1+ ort? +aat™? +-2)

die Koeffizienten vor den t™" vergleichen. Insbesondere sind die uy, ..., uy Polynome

*
g

in den wy, ..., w?. Zum Beispiel ist u; = u} + a3, v1 = v} und wo = wg + a;.
0r:+y g 1 ’ 1 0

in den uj, ..., uy, die vy, ..., v, Polynome in den v7, ..., v; und die wy, ..., w, Polynome

Ebenfalls durch Koeffizientenvergleich in der Gleichung (2), bzw. in
Q+uftt+upt? 4+ T+ wit +wit 2+ ) =1t (oft T +vst? +--)?

lassen sich die w} aus den u} und den v} berechnen, und zwar ist u] + wg = 0,

b 3 * * b M * * * *
und fiir n > 1 ist u},,; + w}, universelles Polynom in uj,...,u}, wg,...,w};_; und
v},..,v5_;. Da aber w}_; schon universelles Polynom in uj,...,u}, wg,...,wn_,

und v}, ..., v5_, ist, folgt induktiv

* * * *, ok *

Upyy + wh = Wa(ul, .., un; 07,0, y) (4)

mit einem universellen Polynom W, in den Variablen uj, ..., u}, und v{, ...,v;_;. Dies
zeigt, daB sich die w} aus den u} und den v} berechnen lassen.

Die Verbindung dieser Modelle mit der p-Funktion wurde schon in Proposition 3.4
beschrieben, und zwar besagte diese, dal p(z) = 1(wo — u1) ist. Wenden wir die
oben genannten Beispiele der Koeffizientenvergleiche hierauf an, dann folgt

p(2) = §(wo — u1) = F(w§ — u]) = —u] .

Wir untersuchen nun den Einflufl der Derivation D, auf die Koeffizienten der Poly-
nome u*, v*, w*. Wegen u(t) = Doo(u(t)) = v(t) ist auch

u(t) 9 w(t)t9

oty ~ a(rh) ~ U )

() =
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also u* = v, (5a)

Wegen 9(t) = 3 (—w(t) + (£ — u1 + wo) u(t)) folgt mit p(z) = 1(wo ~ u1)

w1y Z SO ET o ( w() ¢(g+1) Y. u(t) t9
() =Gy =+ (- 20 ) SE5)
=gt (0w () + (1 +2p(2) 7)) - w*(¢))
also v* = 2t (—w* + (1 + 2pt H)u*). (5b)

Aus w(t) = —(t — uy + wo) v(2) folgt

W) FEH ST
S W) = ‘W——(t+2p(z))' a(t1) !
— —(1+2p(2) 1) - 0),
also w* = —(142pt1) v (5¢)

Driicken wir die Identitéten (5a) - (5¢) in den Koeffizienten aus, dann erhalten wir
fiir alle ¢ > 1 mit p(z) = —u}

u; = v
k1 * * * %
W = -, +2uj v}

Mit dem Anfangswert —u} = p(z) folgt induktiv aus den Gleichungen (6), da8 sich
die p(*¥)(z) aus den u? und v} berechnen lassen, und zwar gilt

p(2) = —uj
p'(z) = —u} = —v}
p"(2) = =07 = =7 (—w] +u3 = 2(u])?) = —uj + 3 (W1(u]) +2(u})*)

1
2
p"(2) = —v3 +  (Wi(u}) + 4uf v})

p®P(2) = —u},; + universelles Polynom in uj, ..., u%, v, ..., Vk_4

ga(2k+1)(z) = —vgy; + universelles Polynom in uj, ..., u% 1,07, .., V) .

Umgekehrt zeigen diese Uberlegungen, daf8 sich die u und v} aus den p(®)(2) berech-
nen lassen, und daher auch die w.

Wir haben bis jetzt gezeigt, dal die beiden Polynomringe

Clui, uz,..; vy, v;,---;wa,w;,...]/(Gleichungen 4))
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und
Clp(2), ' (2), 9" (2), -]

isomorph sind. Dabei bildet der Isomorphismus die Derivation (6) auf die Derivation
Do (9®(2)) = p*+1(2) und den Teilring

Clut, oy ug5 075 ooy Vg3 Wo, ...,w;_l]/ ({ury1+wp=Wa(..)|0<n<g—1})

in den Teilring
Clp(2), £'(2), 9" (2), .., 27 (2)]

ab. Da die uy,...,ug4,v1,...,0y, die den affinen Ring von Jac(C) — © erzeugen, Poly-

nome in den uj, ..., uy, v7,...,v; sind und diese wieder Polynome in den p(2), p'(2),

0"(2), ..., p297V(2) sind, ist gezeigt, daB die Abbildung ¢ eine Einbettung ist.

O

Da der Morphismus ¢ nach dem vorigen Satz eine Einbettung ist, stellt sich die
Frage, wie man das Bild von ¢ in C?¢ beschreiben kann. Die Koefizienten u;, v;, w
lassen sich als universelle Polynome in den p{¥)(z) schreiben, daher ist ein Punkt

(6(2),9'()r 6¥7(2)) € €1

genau dann im Bild von ¢, wenn f(t) — v(#)? = u(t) - w(t) gilt. Mit Hilfe der Um-
rechnungsformeln des vorigen Beweises und dieser Gleichung berechnet der folgende
Algorithmus ein System von g Polynomgleichungen in den p(¥)(z), die genau das
Bild von ¢ beschreiben. Ferner liefert er eine Gleichung der Form

p29(z) = Polynom in p(2), p'(2), ..., ¥ V(2) ,

mit der hohere Ableitungen von p(z) in den ersten 2¢g — 1 Ableitungen ausgedriickt
werden kénnen.

Wir benutzen in dem Algorithmus die O-Schreibweise, d.h. wir schreiben fiir eine

Potenzreihe a(s) = Y aps™ das Symbol
n=0

k
Z ans™ + O(s*1) |
n=0
wenn die Koeffizienten ag41, ... die Ausgabedaten nicht mehr beeinflussen kénnen.

Algorithmus 3.6: (Bestimmung der Gleichungen fiir die affine Varietat Jac(C')—
©)
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Eingabe : Das Polynom f(X) einer hyperelliptischen Kurve C : Y2 = f(X) vom
Geschlecht g > 1.
Ausgaben : (i) g Polynome Fi(X;, X3, ..., X2),

Fp(X1,Xa,..., X2g),

Fo(X1,X2,...,X2y) € C[X1, X2, ..., X24],
mit (21,2, ...,T24) € ¢ (Jac(C) — O) genau dann, wenn
Fi(z1,22,...,224) =0
A Fy(z1,22,...,224) =0

A Fy(z1,22,...,224) =0.

(11) Ein Polynom Fo(Xl,Xz, ...,ng) c C[Xl,...,ng] mit

p9(2) = Fy (p(2), ¢'(2), 9™ 70(2))

mit dem wir auftretende héhere Ableitungen von p(z) durch Polynome in den
niedrigeren ersetzen kénnen.

(iii) Die Koeffizienten uy, ..., u4, v1,..., vy und wy, ...,w, als Polynome in den Ablei-
- tungen von p(z). Diese Ausgaben werden bei spiteren Rechnungen gebraucht.

Verfahren : Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir s := ¢!,

1. Schritt : Aus den Definitionen von u*,v*,w*, bzw. aus den Gleichungen (3) des
Beweises berechnen wir u;, ..., u, als Polynome in uj, ..., u}, analog fiir v und w:

Fir j = 1,...,g setze
u; «— Koeffizient von s/ in
(1 + i uls® + O(sg"'l)) - (1 + i a;s' + O(sg"'l))
v; +— Koeffizient von s’ i;1=1 =

Fir 3y =0,..., g setze

w; +— Koeffizient von s$It1l in
g ) g+1 .
(1 + Y wrsttl 4 O(sg+2)) : (1 + > aist + 0(sg+2)) :
=0 =1

*

s nach Gleichung

2. Schritt : Schreibe wg, ..., wy als Polynomein uj,...,ug ,v7,...,v
(2) des Beweises:
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Fir 3 =0,..., g setze

»

W;

«—— —(Koeffizient von s7+1) 4 w} in
g+1 . g+1 _
(1 + E ulst + 0(3-""'2)) (1 + E w!_ st + 0(3-""'2))
= C. /
+s (E vis' + O(s-""‘l)) -1.
i=1

* *
VY5 eny 0

*
j-1-

: * * : *
Dann ist wi = —uj;; + Polynom in ul, .., Uj,

3. Schritt : Schreibe nach Gleichung (6) UL,y Upy1s V], -, Uy als Polynome in

g
p(2), 9'(2), s p1?9(2):
Setze u} «— —p(2).

Fir jy =1, ..., g setze rekursiv

{ v; «— Doo(uj) }
ufy1 ¢ Doo(v}) + (W] + ujyy) + u uj
Wir benutzen hier die Bemerkung zum 2. Schritt, némlich da8 w} + uj;, Polynom

in uj,...,u} und vy, ...,vj_,ist, so daB dieser Schritt tatséchlich explizit ist.

4. Schritt : An dieser Stelle kénnen wir die «; durch die Koeffizienten der Kurven-
gleichung ausdriicken. Wir bekommen aus der Definition von « die Gleichung

TO _ (a1} baw.  f(s1) 5 = (a(s)? -

$29+1
Die a; berechnen sich dann folgendermafen:
Fir j =1,...,2g9 + 1 setze

a; «— —1(Koeffizient von s7) + a; in
2g9+1 . 2
(1 + E a;st + 0(32g+2)) _ f(3-1)32g+1 .
=1

5. Schritt : Nach diesen Vorbereitungen haben wir uy,...,uq,v1,...,vg, Wo, ..., wy als
Polynome in p(2), p'(2),..., p?9(z) ausgedriickt. Die Gleichung

u(t) - w(t) +v(t)* — f(t) =0

liefert nun die gesuchten Lésungen: Setze

loesgl «— (t-" + gz_jl ug_,-t") (t9+1 + Zgj w_,,_,-t")) + (gz_jl v_,,_.-t")2 — f(¢)

1=0 1=0 =0

Fy «— —(Koeffizient von t9 der loesgl) 4+ p(?9(z) .
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Fy ist Polynom in p(2), p'(2), ..., p(397(2), und es gilt

(9 (2) = Fy (9(2),6'(2), -, 8P 7(2))) .
Im folgenden ersetzen wir p(29)(z) sofort durch Fy (p(z), ..., p'?97V(2)):
Fir j =0,...,g — 1 setze
F,_i (p(2), ..., p(29_1)(z)) — Koeffizient von ¢/ der loesgl.

Ersetzen wir in den erhaltenen Polynomen p(z) durch Xj, ..., p29=1(2) durch Xz,
dann erhalten wir die gesuchten Polynomen.

O

Bemerkung : Die erhaltenen Gleichungen reichen aus, Jac(C) — © zu beschrei-
ben, da dieses eine g-dimensionale Varietat ist.

Beispiele 3.7: Die beiden folgenden Beispiele sind Ausgaben des Algorithmus

fiir die Félle ¢ = 1 bzw. g = 2. Wir haben hier fiir den spiteren Gebrauch die
ausgegebenen Polynome als Differentialausdriicke

Fi(p(2), .., p*7V(2))

in p(z) geschrieben, so wie sie vom vorherigen Algorithmus ohne die letzte Ersetzung

bereitgestellt werden.

Speziell die Gleichungen fiir die Koeffizienten von u, v, w als Polynome in den Ablei-
tungen von p(z) werden spater noch gebraucht, so da§ wir hier schon die Abhéngig-
keit der Koeffizienten von 2z durch u;(z) statt u; etc. ausdriicken.
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(i) Elliptische Kurve : C : Y2 = X® + A X + B. Das Programm liefert folgende
Ausgabe:

2
Fo (p(2), ¢'(2)) = % + ?f_’gi

Fi (p(2),9'(2)) = =B — Ap(z) — p(2)* + ¢'(2)"

u1(z) = —p(2)
v1(2) = —p'(2)
wo(2) = p(2)

wi(z) = A+ p(2)? .
Die Differentialgleichung
Fi(p(2),9'(z)) =0 bzw. p'(2)? = p(2)* + Ap(2) + B

entspricht mit den Koordinaten p(z), p'(z) genau der Kurvengleichung fiir C.

(ii) Hyperelliptische Kurve C : Y2 = X5+ fo X4+ fi X3+ fo X%+ f3 X + f4 vom
Geschlecht 2. Hier liefert das Programm die folgende Ausgabe:

Fo(p(2), ., 0P(2)) = & (ff — 4f1fa +8f3 + 2f2p(2) — 8fap(2) + 12f1p(2)?
— 40p(2)* +40p'(2)? — 8f19"(2) + 80p(2)p" (2))

Fi(p(2), ..., p(2)) = = (5fi1 - 2l4f12f2 +16f2 + 32f1 f3 — 64fs — 8fp(2)
+32f1 f20(2) — 64fsp(2) — 8f{0(2)* + 32f20(2)*
— 32f1p(2)* + 80p(2)* + 32f1p'(2)” — 320p(2)p' (2)?

—Mwuf+mwvmmu0

Fo(p(2), ey ¥ (2)) = alz(—ff +8fif2 —16f1f7 — 8L fs +32f2fs — 64fs

—4ftp(2) + 16£] f20(2) — 32f1 fap(2) + 81 p(2)*

— 321 fap(2)? + 96 fap(2)? — 64 fap(2)° + 112f1p(2)*
—192p(2)° + 24f7¢'(2)* - 32f2p'(2)* — 160f1p(2)p' (2)"
+480p(2)’p'(2)? — 8fp"(2) + 32f1f29"(2) — 64f3p" (2)
—16f7p(2)p" (2) + 64f2p(2)p" (2) — 96 f1p(2)*p" (2)
+320p(2)°p" (2) + 64p'(2)* 9" (2) — 128p(2)p" (2)*

+ﬁﬁquWa—%wm¢m¢Wn+maWﬁ)
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w(z) =2~ p2)

uz(z) - _% + izz _ flg(z) + 3?5;) _ "(z)
n(z) = —'(2)

o(2) = -1 4 50011 () - 2)

ww-ﬁ+ma

wi(z) =

wg(z) =

fl flp(z) P(z)2 "
+ L2 5 =+ 5 5 T (2)

13 f1f2+f +f1p(2)

—2p(2)° — 9'(2)* + 2p(2)p" ()
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Kapitel 4 : Additionstheorem fiir die go-Funktion

Nach der Beschreibung der Jacobischen Varietat durch g Gleichungen in 2g Koordi-
naten ist der néchste Schritt, die abelsche Varietit Jac(C) als solche zu beschreiben,
d.h. die Addition zweier Elemente in der gewahlten Darstellung anzugeben. Fassen
wir Jac(C) als komplexen Torus C9/T" auf, dann liefert die Vektorraumaddition
auf C9 trivialerweise eine Addition auf C9/T. Von Cantor wurde in [Cantor] ein
Additionsalgorithmus fiir das Modell

Jac(C) — © = {(u(t), v(t), w(t)) | f() — v(t)* = u(t)w(t), deg(u) = g,
deg(v) < g — 1,deg(w) =g + 1}

beschrieben. Diesen kénnte man zwar mit den Mitteln des vorigen Kapitels be-
nutzen, um ein Additionstheorem fiir die p-Funktion herzuleiten, und damit der
Varietat Jac(C) — © eine durch Gleichungen in den Koordinaten dargestellte par-
tielle Addition geben. Dies fithrt aber schon in kleinen allgemeinen Beispielen zu
immens hohen Rechenzeiten.

Wir werden wieder dem Beispiel g = 1 folgen und aus dem Additionstheorem der
J[6]-Funktion ein Additionstheorem fiir die p-Funktion herleiten. Unter einem Addi-
~ tionstheorem verstehen wir eine Gleichung der Form

o(z + u) = rationale Funktion in p(z), ..., o9V (z), p(w), ..., 29V (u) ,

wobei z,u,z + u € (C9 — O)/T sind. Leiten wir diese Gleichung z.B. nach z ab
und ersetzen p(29) und héhere Ableitungen durch Fy(p,...,p29~1)) bzw. dessen
Ableitungen, wobei Fy eine der Ausgaben von Algorithmus 3.6 ist, dann erhalten
wir die Additionstheoreme fiir p', p", ..., p(29~1). Insgesamt ergeben diese dann eine
partielle Addition auf der Varietdt Jac(C) — ©; zusammen mit der im 1. Kapitel
erwshnten Uberdeckung von Jac(C) durch Karten isomorph zu Jac(C) — © definiert
dies dann eine Addition auf Jac(C).

Fiir eine Variable z sei D% die Derivation Dy, nach z.

Satz 4.1: Fir z,u € C! mit z,u,z +u ¢ O ist p(z + u) rationale Kombination
von p(x),..., 29V (), p(u), ..., 929"V (), und es gilt

p(z + )= p(z) + § p(u)

_ z u \2 o e41ri6{(nr)2 . "9[5 + WT](3)2 . '9[77T](u)2
(Deo + Do) log (TZEZV ey II(w) ) |
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Beweis : Das Additionstheorem fiir ¥{6] lautet nach Satz 2.14

I[6)(z + u) I[8](= — u) FOJ(0)? = Y e*= (295 + nr)(z)*IInr(u)® .
Tev
Wir dividieren diese Gleichung durch 9[6](z)? 9[6](«)? und erhalten

9[6](z + u) I[6](z — u) 8 +nr)(=)® | Blnrl(w)?

2 _ N ghiti(r): ,
oEer o 0= X TP

Als meromorphe Funktion C9/T' — C mit Polstellen héchstens bei © sind

O +urlef L Olrl(e)?
1= 9051212

nach Satz 3.5 Polynome in p(2), ¢'(2), ..., p2971(2). Daher ist

(DT v 2, e41ri6i(171~)2 . 0[6 +77T]($)2 . '9[’7T](“)2
(DZ, + D% log (T% TEEy  IEw) )

rationaler Ausdruck in p(z), ..., 39~V (z), p(u), ..., p*9~D(u). Andererseits ist die-
ser gleich

~(D% + D) tog (TR o)

(@) 98 + u)? 26" (z)  9[6)(x)?
= 4(0[6](x+u) 0[61(x+u)2)+2<0[61(x) 0[61@:)2)

2[6)"(u) 96 (u)?
+2 ( D[6](w) 0[61(u)2)

=p(c+u)—d— 3 (p(z) +d) — 5 (p(u)+d)
=p(z +u)—§ p(z) — § p(u) .

Also gilt:
p(z +u) = 5 p(z) + § p(u)

_ z u \2 o e41ri6§(17T)2 . 0[6 + 77T](x)2 . '9[’7T](“)2
(DZ, + D) log (T% T Il ) :

und p(z + u) ist rationaler Ausdruck in p(z), ..., p29~V(z), p(u), ..., p29 7V (u).
O
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Der néchste Schritt, das Additionstheorem explizit zu machen, ist der, die Quadrate
von Thetaquotienten

d[nr](2)°

9[6](2)?
als Polynome in den Ableitungen von p(z) zu schreiben. Dies ist méglich, da diese
Funktionen nur Polstellen bei © haben. Automatisch haben wir dann aber auch
schon die anderen im Satz auftretenden Quotienten

9[6 + nr](2)°
9[8](2)?

firTeV

firT eV

berechnet, da diese ebenfalls von der Form

d[ns)(z)?
9[é](z)?

mit einem S € V

sind. Denn da U € V im Fall g ungerade bzw. U o {00} € V im Fall g gerade ist,
gilt dies mit 6 = nu bzw. § = Nyo(co}-

Zuvor miissen wir allerdings noch einige Konstanten berechnen. In diesem Kapitel
sei B' = {1,2,3,...,.29g+ 1}, B=B'"U{2¢+2}, U = {1,3,5,...,2g + 1} und V =
{2,4,6,...,2¢g}. Fiir k € B’ sei ¢ die Konstante, die in Satz 3.1(ii) definiert wurde.

4.1 : Bestimmung von Quotienten von Thetanullwerten

In diesem Abschnitt werden wir einige allgemeine Quotienten von Thetanullwerten
berechnen. Im néchsten Abschnitt werden wir dann durch Spezialisierung dieser
Lemmata das Additionstheorem der p-Funktion explizit machen.

Das erste Lemma beschreibt die Quasiperiodizitit der ersten beiden Ableitungen
der 9¥-Funktionen

g
Lemma 4.2: Fira,b,c,d € %Zg gilt mit Doo = — Y e,-aiz‘ und e = (—e1,...,—€4)"
=1
(i) 9[2) (2 + Qc + d) = e~ mic' Re=2mic' (z+b+d) (19[;3:;]'(;:) — 2micte - 19[;;3:;](;:)),
(ii) 19[‘;]”(2 + Qc+ d) — e—m'c'Qc—21rict(z+b+d) (19[:1-;]//(3) — d4ricte - 19[;:1-;:]/(3)
—47%(cte)? - 19[‘;_':_';](z)> .

Beweis : Wir wenden Dy, nach z auf die Gleichung von Lemma 2.3 an.
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Lemma 4.3: Seien T C B' mit #T =g —1 und k,l € B' — T verschieden. Dann
gilt

2
InTov + k)0 | smitnr)t(ma)a gemicnt (s I (ox—ai).

2
9[nrov + m](0) ieTon

Beweis : Die linke Seite ist wegen #(T oU o {l,00})oU = #T +2 = g + 1 nach
Satz 2.11 definiert. Wir erinnnern daran, da8 n; = 1y,00} fiir I € B'.

Sei W :=TU{l}. Wegen #T =g—1und oo ¢ TU {I{} = W kénnen wir Satz 3.1(ii)
mit D = ) (a;,0) — g - co anwenden. Mit Korollar 3.2 lautet er
iEW

I[6 + n)(Unw )1 + (nw)2)?

b = ap —a;)==c
waw) = 11 4= 90 = e Syt + Gw ey

e~ 4w ) (ne)2 d[nrev + n{k,,}](O)z
Inrou + m](0)?

=ck

nach Lemma 2.3.

Lemma 4.4: Seien TCB' mit #T =g—1 und k € B' —T. Dann gilt

OlyraulOF 1 prireimagamicicns [

“ Blnzou + 1 OF ~ 4 (= i)

ieB'-T—{k}

Beweis : Die linke Seite ist wieder wegen #(ToU o {k,00})o U = g+ 1 definiert.
Wir leiten die Gleichung
_ . 96+ m](2)?
1o =% TGy
von Satz 3.1(ii) zweimal nach z ab. Auf der linken Seite entspricht dies dem Ablei-
tungsoperator " aus Satz 1.3. Wir erhalten daher

%(_w(ak) + (ak —u + wo)u(ak))

9[8 + mi]'(2)° 98 + mil(2) I[é + mk]"(2)

=2 Tl T A I[6](2)?
96 + ml(2)? OISV (=) o 916 + mel(2)? 98 (2)
+ G S ~ 20k =GP

I8 + k() I[8 + meJ'(2)9[é)'(2)

~ Sk I8
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Sei W := TU{k}. Wegen #T = g—1 und oo ¢ TU{k} = W kénnen wir anschliefend

D = } (ai,0) — g - 0o einsetzen. Diesem sind die drei Polynome
teW

uP(ar) = [J(ak —ai) =0,da ke W,

iew
vP(az) =0,
wP(ar)= J] (ax—ai) #0
i€B'-w

zugeordnet. Wir erhalten daher mit Korollar 3.2

1 g — a) = —Luw(ar) = 9 9[é 4+ me]' (Unw)1 + (qw)2)?
2.~ey_w( £ 0) = =y = 20 g Ol s + (rw ) )?

da nach Satz 2.11 9[6 + nx + nw](0) = 0 ist, denn #(U o {k}oW)oU = #T =g —1.

Aus Lemma 2.3 folgt dann die Behauptung.

O

Das folgende Lemma verschérft die Aussage von Satz 2.16 iiber das Verschwinden
erster Ableitungen der J-Funktionen bei Anwendung der speziellen Derivation D.

"Lemma 4.5t Se: T C B mit #T gerade, #T oU =g —1 und oo € T. Dann gilt

ﬂ[’ZT]'(O) =0.

Beweis : Mumford beweist in [Mumford], IIla, §9 diese Ausage mit Hilfe von
Neumanns dynamischen Systemen. Man kann sich auch einen Beweis iiberlegen,
der diese Theorie nicht benutzt. Dazu wihlen wir k,{ € B — T o U verschieden und
setzen in der Frobeniusschen Thetaformel, Satz 2.15,

21 1= 2,29 1= —2,23 :=0,24 :=0

ay :=NT,02 := —NT,03 = NT + N{k,1}, 4 ‘= =T — Nk} >

leiten diese zweimal nach z ab und setzen anschlieflend z := 0. Streichen wir die
verschwindenden Summanden, dann bekommen wir

. Y 19[77T + 77]’(0)2
InT]'(0)% = — —1) ™)1 (m+m)2 J )
[77]'(0) Z (=1)e T — n{k,l}](0)2

jEB=ToU—{k,1}

S + 1k +14(0)°
It + n{x,13)(0)?
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Aus Lemma 4.3 und Lemma 4.4 folgt dann nach einigen Rechnungen die Behaup-
tung.

U

Im folgenden Lemma berechnen wir die Quadrate der Konstanten von Satz 3.1(ii):

Lemma 4.6: Fir k € B' gilt

Ci — e41|’l.('7k)t1('7k)2 H (ak —_— a') .
i€B'—{k}

Beweis : Wir wahlen T C B’ mit #7 = g+ 1 und k € T. Satz 3.1(ii) lautet mit
D, = ) (ai,0)—g- o0 nach Korollar 3.2
i€T—{k}
96 + ne)(Qnr— (5} )1 + (M7= {5} )2)?
) Qnr—(xy)1 + (M7-(k})2)?

— ck64""1'('71‘)tl(ﬂk)ze‘i""'('n)i('n)z . 19["7T0U](0)2 i
d[nrou + nk)(0)?

U.Dl(ak) = H (ak - a,-) = Ck

i€eT—{k}

Mit D; = Y. (a,0)— g - oo lautet Satz 3.1(ii) mit Korollar 3.2
’ i€B'-T

96 + ne](Unp -1)1 + (nB'-1)2)*
I[6](np'-1)1 + (nB'=T)2)?

— cke41ri(nBI_T)‘1(m,)2 . l9["7Uo{k}o(Br_T)](O)2 .
INvefco}o(B'~1))(0)?

uDz(ak) = H (ak — a;) = Ck

i€B'-T

Wegen
Uo{k}o(B'—=T)=Uo{k}oBo{w}oT=UoTo{k,oo} mod (S~CS)
sowie analog U o {00} o (B' = T) = U o T mod (S ~ CS) folgt

i(n7)! Inrev + ni)(0)?
D, = —a:) = ami(nr)i(me)2 , .
u?(ax) I I (ak — a;) = cke om0 (0)?

i€B'-T

Multiplizieren wir beide Gleichungen fiir Dy und D3, dann erhalten wir

U'Dl (ak) ’ U'Dz(ak) = H (ak - a") = cie47ri('7k);('7k)2 ,
i€B'—{k}

woraus die Behauptung folgt.
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4.2 : Quadrate von Thetaquotienten

In diesem Abschnitt werden wir einen rekursiven Prozef herleiten, der die auf C9/T’
meromorphen Funktionen
9nr)(2)*
9[6](z)?
als Polynome in p(2), p'(2), ..., p39~1)(2) ausdriickt. Dies ist moglich, da diese Funk-
tionen meromorph mit einer Polstelle héchstens bei © sind.

firT eV

Wegen U € V im Fall g ungerade bzw. U o {co} € V im Fall g gerade ist ein Fall
trivial, namlich

9[6)(2)? _
3[6)(=)"

Aus Satz 3.1(ii) leiten wir die néchsten Falle her, denn es gilt fiir k¥ € B, k gerade,

9[6 + n(2)*
96)(z)*

wobei die Koeffizienten u;,...,u, Polynome in den Ableitungen von p(z) sind, die

-1
u(ar) = af + uy ay = +...+ug=ck

bei Algorithmus 3.6 mit ausgegeben werden.

- Beispiel : g¢g=2.
In diesem Fall ist

v={0.126. 746,24} ,

e =0, {26} =02, N4,6} = M4, N{2,4) = 6 mod z*I .
Obige Ausfithrungen ergeben
O ml(P _ Smal(e)?
t T o[6](=)? * 9[6](=)?
I8 + mal(2)? _  nal(2)?

2
=ay + uy a4 + U2

2
=a; +uy a2 +uz .

AR IR
Im Fall g = 2 fehlt also nur noch neben der Bestimmung der Konstanten die Berech-
9[0](2)?
nung von SBIG)E

O

Wir fithren nun einige Bezeichnungen ein. V sei wieder die Menge {2, 4,6, ...,2g} der
geraden Zahlen in B' = B — {2g +2}. Fiir T € V sei T in der folgenden Definition
der Reprasentant, der nur gerade Zahlen enthélt. Wir definieren

flnr)(2) :=( 11 ) %—’ff]%(%

i€eV-T
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wobei die Konstanten ¢; wieder die Konstanten von Satz 3.1(ii) bezeichnen. Zum
Beispiel ist f[8](z) =1, und fiir k € V ist f[§ + n&](2) = u(ax) -

Aus der folgenden Proposition kénnen wir einen Algorithmus herleiten, der die wei-
teren Funktionen f[n7](z) fiir T € V aus den schon bestimmten rekursiv berechnet.

Proposition 4.7: Seien T C B' mit #T =g—1, k,l € B' —T verschieden. Dann
gilt:

Ime]'(2) F[mil(2) — Inkl(2) Im'(2) =

I[n7ou)'(0) I[nTov + nyk,13](0)

= Blnrev + 141(0) Arreu + mI(0)

-9[0])(2) I[ng,i3)(2) -

Bemerkung : Wir wenden spéiter nur das Quadrat dieser Gleichung an, so dafl
das Vorzeichen fiir unsere Zwecke nicht interessiert.

Beweis : Siehe [Mumford], IIla, 9.9 mit ¢ = co. Der Beweis stiitzt sich auf die
Frobeniussche Thetaformel und ist sonst elementar.

O

Satz 4.8: Sei W CV mit #W < g—2. Ses W := W im Fall #W gerade, sonst
sei W:=W U{2g +2}. Dann gilt fir k,l € V- W mit k > |

(flrw + () Flw +midz) - Flow + mel(2) flaw +0)(2))
(akx — ai) flow + l(2) flow + mi)(2) flnw + nge,13](2)

flawl(z) =

Beweis : Wir ersetzen z in Proposition 4.7 mit einer Menge T' C B’ der Ordnung
g —1mit k,l ¢ T durch z + Q(nw)1 + (nw)2 und erhalten nach Lemma 4.2(i) und
Lemma 2.3 :

I[nw +n]'(2) I[nw+mi](2) = [nw +me](2) nw+m]'(2)

InTou] (0) '19[77T0U + 1¢x,13](0)
Inrev + nk)(0)  I[nrou +mi)(0)

—t O[nw](2)-I[nw +ng,1](2) -

Quadrieren wir diese Gleichung, dann folgt mit

(ak — ai)

2
ﬂ[nToU]'(O) _ __ie41ri(1n~)'1(nk)2e41ri(m,)'1(m,)2 . H

Ck =
I[nTov + ni](0)? i€B'—T—{k}
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nach Lemma 4.4 und

2
9nTov + k010 _ amitar)i(mea gamicnt (naa . ] (ax—ai)

—— =
I[nrov + m|(0) i€Tu{l}

nach Lemma 4.3 und aus Lemma 4.6
2
(0w -+ (2) Ol +1l(2) = Olw +4)(2) Flw +n1) (2))

— _%641&(7)1);(1)&)2 (ak — ay) - 19[77W](2)2 ; 19[77W + n{k,l}](2)2
= - (ak — a) - Inwl(2)* - d[nw + nayl(2)®

da nach Definition von 7 und n; mit k > [ folgt e (m)i(me)2 = 1,

Wir dividieren diese Gleichung durch 9[6](z)* und multiplizieren sie mit

() ()= (L) (L)

Einfaches Nachrechnen nach Einsetzen der Definitionen fir f[...](2) liefert

(f[nw + nk]'(2) flow + mil(2) — flow + nx](2) flow + nl]'(2)> ’ _
flow + 0kl (2) flnw + mil(2) B
= (ax — a1) flow](2) flnw +ng,nl(2)

- woraus die Behauptung folgt.

O

Die Funktionen f[nw](z) mit W € V konnen wir nun folgendermafilen induktiv
berechnen: Wir setzen zunéchst f[8](z) := 1, sowie f[§ + ni](z) := u(ax) fir k€ V.

Wir kénnen nun fiir r > 2 verschiedene Indizes ky,...,kr € V' f[6+ 0k, + ... + 1k, )(2)
mit Hilfe von Satz 4.8 aus den schon berechneten Funktionen

f[6 + 0k + .+ nkr-zl(z) ’

fl6+nk, + ot nk o 0k, )(2)  und f[E 4k, + o+ ke, + Mk ](2)
berechnen. Nach den Notationen von Satz 4.8 ist hier nw = 6 + ¢, + ... + 1k,
k =k, und | = k,_; (oder umgekehrt, falls k, < k,_; ist). Damit ist
mw+m=6+nk + .o+ Mk_y + Nk
mw+m=8+nk + ..t Mk, + 7k,
nwt+nk+tm=+ne + .+, -

Bemerkung : Da die Polstellen von f[nw](z) hochstens entlang © liegen kénnen,
sind diese Funktionen Polynome in den Ableitungen von g(z), obwohl in der Glei-
chung von Satz 4.8 Nenner auftreten.
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Beispiele 4.9: (i) Zunichst méchten wir die Berechnung des Additionstheorems
der p-Funktion im Fall ¢ = 1 wiederholen. Es sind f[6](2) = 1, sowie f[0](z) =
az — p(2z) nach Beispiel 3.7(i). Das Additionstheorem der ¥[6]-Funktion lautet nun

I[6)(z + u) I[6](z — u) 2 . Y = o) — ofu
9[6]()? 9[6](u)? 9[0](0)" c2 = f[0)(u) — f[O)(z) = p(z) — p(u),

aus welcher mit Satz 4.1 und Beispiel 3.7(i) die bekannte Additionsformel fiir die
p-Funktion,

oz +u) = bp(z) + Lp(u) — (D%, + D)2 log (p(m) - p(u>)
0"(@) — p"(u) | (9'(z) = p'()\?
@) —plu) ( o() - p(u) )
o'(z) - p’(u>)2
o(z) — ()

= 1o(z) + Ip(u) -
= Jo(a) + o(u) ~ 3 (oa) + o)) + (
= —p(z) — p(u) + (:‘-"—();“’(—)-) ,

p(z) — p(u)
folgt.

(ii) Im néchsten Beispiel mochten wir nun das Additionstheorem der p-Funktion im
Fall ¢ = 2 berechnen. Dazu benutzen wir dieselben Bezeichnungen wie in Beispiel

-3.7(ii). Im Fall g = 2 188t sich die Funktion f[0](2) aus f[6](2) =1,
flnl(2) = §(8a3 +dasfr — fT +4f2 — Basp(2) — 4f1p(2) + 12p(2)" — 8p"(2))

und
flnal(z) = §(8a5 + 4ax fi — i + 42 — 8aap(2) — 4F1p(2) + 12p(2)* — 8p"(2))

mit einem Computer-Algebra-System schnell berechnen, und zwar erhalten wir
fI0)(z) = 1% (—32a§ — 32a3a4 — 16a2a? — 3243 f; — 24a2as fi — 8azal fi — 242 f}

+2a3f7 + aof] — asfy — 2403 fo — 16azas fr — 8al fo — 4az frfa + 4asfi fo
— 16azf3 — 16a4fs — 16f3 — 16a2a4p(2) + 16aza2p(z) — 8a3 f1p(2)

+ 843 f1p(2) — 6az f{ p(2) + 6as f{ 9(2) + 8az f9(2) — Baa f2p(2)

+ 24a2p(2)? — 24a2p(2)? + 1203 fLp(2)? — 1204 f1p(2)? — 8azp(2)®

+ 8a4p(2)% — 16a,p'(2)? + 16a4p'(2)? — 16a2p" (2) + 16ap" (2)

— 8z fup" () + 8as fr"(2) + 16azp(2)p" (2) — 16a4so(z>p"(z))

Zur Berechnung dieses Ausdruck ist es notwendig, die auftretenden Terme der For-
men p'(2)p""(2), sowie p''(2)? mit Hilfe der Gleichungen fiir die Jacobische Varietét,
siche Beispiel 3.7(ii), durch Polynome in p(z), p'(z), p"(2) zu ersetzen.
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Damit kénnen wir nun die rechte Seite des Additionstheorems der 9[6]-Funktion
als Polynom in den Ableitungen von p(z) berechnen. Wir bekommen folgendes
Ergebnis:

9[6)(z + u) I[6)(= —
9[6](z)? 9[6](u)?

C2 C4

2 %) 9lo)(0)? -

4 — Q2

e (10060) = 701 + ) Sl - el el

= (p(u) — p(2))" +2(p'(W)? - ¢(2)?) +2(p(z) — p(w)) (p"(2) + p"(w)) -
Das Additionstheorem der p-Funktion lautet nach Satz 4.1 nun

p(z +u) = Lo(z) + Lp(u) — (DZ, + DL’ log

((p(u) — p(@))® +2(p'(w)? - p'(2)?) + 2(p(a) — p(w)) (" (z) + p"(u))) ,

woran wir erkennen, dafl die Verzweigungspunkte der Kurve nur symbolisch in die
Rechnungen eingehen, auf keinen Fall aber berechnet werden miissen.

O

Das Ergebnis des letzten Beispiels ist iiberraschend kurz. Wegen der Wichtigkeit
" dieses Resultats formulieren wir es nochmals als Satz :

Satz : (Additionstheorem fiir die p-Funktion im Fall ¢ = 2)
Fir z,u € C* mit z,u,z+u ¢ O gilt

p(z +u) = 1p(z) + 2p(u) — (DZ, + DY)’ log
((so(u) — (@) +2(p' (W)’ — p'(2)?) + 2(p(=) — p(w)) (9"() + p"(u))) .

O

Expandiert man allerdings dieses Resultat, indem man die Derivationen symbolisch
ausrechnet und auftretende vierte Ableitungen von p substituiert, dann fiillt das
Ergebnis mehr als eine Seite. Wir verzichten daher hier auf eine Ausgabe, da diese,
etwa mit Mathematica, innerhalb weniger Minuten aus dem Satz berechnet werden

kann.
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4.3 : Das Inverse eines Punktes

Die Addition, die wir oben auf der affinen Karte Jac(C) — © in den Koordinaten
0,9, ..., 92971 beschrieben haben, 158t sich durch eine Uberdeckung von Jac(C)
mit Karten isomorph zu Jac(C) — © zu einer Addition auf Jac(C) erweitern.

Méochten wir aber bei zwei Punkten P,@Q € Jac(C) — O nur feststellen, ob deren
Summe gleich 0 in Jac(C) ist, dann geniigt es, wie wir gleich zeigen werden, nur in
den Koordinaten von Jac(C) — © zu rechnen. Und zwar ist genau dann P + Q =0,
wenn P = —@ gilt. Diese Identitét konnen wir testen, wenn wir das Inverse eines
Punktes P berechnen kdnnen. Hier gilt der folgende einfache Satz:

Satz 4.10: Sei z € (C9 — O)/T'. Dann lift sich das Inverse des Punktes
(p(2), 9'(2), ..., 297V (2)) € Jac(C) — © folgendermafen berechnen:

- (p(2).0'(2), 1™ 7(2)) = (p(2), =9/ (), " (2), =" (2)r =P 70())

Beweis : Da p nach Definition und Satz 3.3 eine gerade Funktion ist, sind auch
~ alle geraden Ableitungen von p gerade Funktionen, und alle ungeraden Ableitungen
von g sind ungerade Funktionen. Daher gilt

- (P(z)a P,(z)a 00y 9(29_1)(2)) = (P(‘_z), P,(_z), oy 9(29—1)(_2))

= (p(2), —9'(2), 9" (2), =" (2), -, ~p® () .

O
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Kapitel 5 : Beschreibung der n-Torsionspunkte

In diesem Kapitel werden wir fiir n € Z Polynome herleiten, deren Verschwindungs-
menge eine Teilmenge der n-Torsionspunkte der Jacobischen Varietét einer hyper-
elliptischen Kurve C ist. Genauer werden wir ¢ Polynome in den 2g Koordinaten,
die wir schon im Kapitel 3 zur Beschreibung der affinen Karte Jac(C) — © benutzt
haben, herleiten, welche zusammen mit den g Polynomen, die wir zur Beschreibung
von Jac(C') — © benutzen, die n-Torsionspunkte auf Jac(C) — © beschreibt. Die so
beschriebene Menge der n-Torsionspunkte ist nur in den Fallen n = —1,1 leer, denn
0 ist der einzige 1-Torsionspunkt, er liegt aber nicht in Jac(C) — ©.

Fiir die Félle ¢ = 1,2 leiten wir die Gleichungen explizit her. Ferner werden wir
Hinweise geben, wie man in den Féllen g > 3 vorzugehen hat.

Aus dem Additionstheorem fiir die p-Funktion, Satz 4.1, lassen sich solche Glei-
chungen erst dann herleiten, wenn wir die gesamte Jacobische Varietdt mit Karten
isomorph zu Jac(C) — © iiberdecken und in diesem Modell rechnen. In diesem Fall
startet man mit einem generischen Punkt, summiert diesen n-mal auf und testet
anschlieBend, unter welchen Bedingungen man den Nullpunkt erreicht. Dieses Ver-
fahren wird von Pila in [Pila}, Kapitel 3, vorgeschlagen. Wie man leicht sieht, ist
- der hierzu notwendige Rechenaufwand ungeheuer grof.

Wir werden anders vorgehen und insbesondere die Gleichungen fiir die n-Torsions-
punkte nur in den Koordinaten von-Jac(C) — © schreiben. D.h. ist z € (C? —
0)/T und P = (p(2),...,p%~1)(2)) der zugehorige Punkt in der affinen Varietit

Jac(C) — ©, dann werden wir Polynome t; n, ..., ¥.n in p(2), ..., 297 (2) mit der
Eigenschaft

nz=0<>n P=0 gia(p(2),.., P V(2)) =0fiir alle i = 1,..., g

herleiten.

Ist n- P # 0, aber n- P € O, dann kénnen wir n - P nicht in unseren Koordinaten
ausdriicken. Wir werden aber die Polynome ; , so konstruieren, dafl das Polynom
¥1,n genau die P € Jac(C) — © mit n - P € © beschreibt, d.h. daB gilt

n-z€O0 & n-PecO < n(p2),...,06% V() =0.

Betrachten wir nochmals die Jacobische Varietit Jac(C) als komplexen Torus C9/T
mit I' = QZ9 + Z9, dann sind genau die n29 Punkte

1 (a+b) modI' mita,be {0,1,..,n—1}7
n
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die n-Torsionspunkte von C?/T. Diese Uberlegung fiihrt aber nur im Fall g = 1 zu
expliziten Gleichungen, indem man etwa

@ =nt I (o) -e(h@a+5))
e iom

ansetzt, was zu Polynomen P, in der Unbestimmten p(z) fithrt, die die Menge der
n-Torsionspunkte beschreiben. Aus dem Additionstheorem fiir die 9J[6]-Funktion
leitet man Rekursionsformeln fiir die ¢, her. Dieser Ansatz wird in [Weber], §58
beschrieben.

Unser Ansatz stiitzt sich auf Uberlegungen, wie man den Nullpunkt der Divisor-
klassengruppe Divo(C)/H, die wir im 1. Kapitel beschrieben haben, von anderen
Punkten unterscheiden kann. Anders ausgedriickt fragen wir uns, wie ein generischer
Punkt spezialisiert werden kann, so daf§ er gleich dem Nullpunkt wird.

g
Ausgehend von D = 3 P; — g - 0o mod H mit Punkten P; # oo von C mit P; # P;

i=1

fiir ¢ # j betrachten wir den Grenzwert der P, — oo von D. Fiihrt man diesen
Grenzwertprozef schrittweise durch, dann durchlauft D folgende Stufen:

injlp,-—g-oo] € Divo(C)/H ={[zr:P,~—r-oo] (P,-;éoo,P,-;éP;,rgg}

i=1

e j U
[0] e 0 ={[0]} ={L§P;—r-oo]’...,...,r§0}

Unser nichstes Ziel ist nun die Beschreibung der Teilmengen O, k = 0,1,2,...,9,
als Verschwindungsmengen gewisser Polynome in den Thetafunktionen. Nach Satz
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3.1(i) wissen wir schon, daf8 die Teilmenge O, = © genau die Verschwindungs-
menge der J[6]-Funktion ist.

Zur Beschreibung der weiteren O bedienen wir uns des (u,v,w)-Modells, das wir
ebenfalls im 1. Kapitel beschrieben haben, da dieses nach Satz 3.1(ii) eine Verbin-
dung zwischen den Divisorklassen und den Thetafunktionen herstellt. Und zwar ist

g
einer Divisorklasse D = [Z Pi—g- oo] mit P; = (z,yi) # oo und P; # PJ{ fiir
=1

i # j einerseits das Polynom

g
uPl) =JJ¢—z) =t + wts™ + . 4y, ,

i=1

. . P
andererseits der Punkt z = (D) = ). [ w mod I in dem Torus CY /T zugeordnet.
t=1o0

Nach Satz 3.1(ii) gilt mit einem k € B’

19[6 + ﬂk](z)z — UD(ak)
9[6](2)? ’

was fiir z € O nicht definiert ist. Multiplizieren wir diese Gleichung aber mit 9[6](2)?,
dann lassen sich beide Seiten zu holomorphen Funktionen auf C9 fortsetzen:

cx(6 +nel(2)? = 9[6](2) af + (wIl8)(2)")a{ ™" + ... + (ug I[6](2)") ,

wobei die Koeffizienten uy, ..., ug4 ebenfalls Funktionen u1(2), ..., ug(2) von z sind.

Setzen wir @;(2) := ui(z) 9[6](2)? fiir ¢ = 1, ..., g und @o(2) := 9[6](2)?, dann sind die
%; zu holomorphen Funktionen auf C9 fortsetzbar, insbesondere lassen sie sich durch
¥-Funktionen ausdriicken, genauer sind sie Linearkombinationen der 9[§ + ni](z)?
mit k € V = {2,4,...,2¢9}:

Lemma 5.1: Far:=1,...,g9 gilt

1 ap .. @77V (64 m2)(2)? —Gead) oI L o7
1 as . a8 (cad[6 4+ ma)(2)? — figad)  a§TY L. a7
1 az .. agg—i"l (c2g¥[6 + m24)(2)? — Hhoal,) agg_'H agg—l

1 (ar—a)

t,keV,i<k
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Beweis : Die g Gleichungen
ck I8 + ne](2)? = dig(2) af + d1(2)ad ™" + ... + dy(2)

fir k € V = {2,4,...,2¢} bilden ein lineares Gleichungssystem in den Unbestimmten
%1(2), ..., tg(2), ndmlich

1 a; a2 ad”! iy cz 9[6 + n2)(2)? — @oad
1 a4y a2 ad™? thg—1 ca O[6 + 14](2)? — fipal
1 ay af, .. agg_l iy c2g I8 + 124)(2)? — oal,

welches wir mit der Cramerschen Regel 16sen. Dabei benutzen wir, da die Deter-
minante der Matrix auf der linken Seite die Vandermondsche Determinante ist, d.h.

gleich
H (ak - ai) )

i,keV,i<k

also insbesondere ungleich 0 ist.

O

- Im Folgenden seien i3, ..., %y die in diesem Lemma berechneten Linearkombinationen
der J[6 + ni]-Funktionen mit k € V.

Satz 5.2: Seienn € {0,1,...,9} und D € O4_,,. Sei z € C¥ mit z =@(D) mod I
Dann gelten mit i_y(2) :=0:
(z) ‘&0(2) = '&1(2) =..= ﬁn_l(z) = 0.
(1) Genau dann ist D € Oy_,_1, wenn Gi,(2) =0 ist.
g—n
(152) Ist D ¢ ©y_,_1, und ist 3, P; — (g —n)- oo der kanonische Reprisentant von
j=1
D mit Punkten P; = (z;,y;) # oo von C mit P; # P] fir i # j. Dann gilt fir
k€ B
98 + mil(2)*

itn(2)

(Die Konstanten cp fir k € B' wurden in Satz 3.1(11) definiert.)

uP(ap) := ]:[(a;c —zj)=ck

Beweis : Vollstindige Induktion nach n € {0,1,...,¢}:

Sei n = 0. Dann besagt (i) nichts, (ii),(iil) sind genau die Aussagen von Satz 3.1(ii).
Sei 1 £ n < g und die Aussage fiir kleinere n schon bewiesen. Sei D € ©4_,. Wegen
Oy—n C Oy_(n—1) folgt nach Induktion (i) und (ii)

to(z) = U1(2) = ... = tn-1(2) =0.
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Sei nun D ¢ Oy4_p_; mit dem oben erwdhnten kanonischen Représentanten. Wir
nehmen einen Punkt P = (z,y) # oo von C mit P # P; und setzen

g—n
D:= ZPj+P—(g—n+1)-oo .
i=1

Zu D gehére 7 € C9 mit 7 = (D) mod T, wobei wir den Reprisentanten so wihlen,
dafl Plim Z = z gilt. Da De Og—n+1 — Oy_n ist, gilt nach Induktion
— 00

96 + ni](2)?

B ),

ub(ak) = ¢k
bzw. nach einer weiter oben hergeleiteten Gleichung
916 V2 — g—(n=1)  ~ /-y g—n ~ () — 4D 5 5 _
ck I[6+nk)(2)* = Gn-10; +an(2)al " +...4Ug(2) =u"(ag) Un-_1(f)(ar —2) .
Betrachten wir diese Gleichung unter dem Grenzproze P — oo, dann folgt
ck 9[6 + ni)(2)? = dn(2)al™™ + ... +iig(2) = uP(ar) - }}Enw(ﬂn_l(i) (ax — T)) .

Der Grenzwert auf der rechten Seite ist wegen limp_.o £ = 00 unabhéngig von ag,
was man auch durch Anwendung des Satzes von ’'Hospital erkennt. Betrachten wir
- daher diese Gleichung als Polynom in der Unbestimmten ax vom Grad ¢ — n, dann
ist sie fiir alle k € B’ richtig, so daB wir durch Koeflizientenvergleich

in(2) = Jim (n2(2) - (ak — <)

erhalten. Wihlen wir k so, da 9[6 + nk](z) # 0 ist, dann folgt auch @n(2) # 0.
Einfaches Umformen der obigen Gleichung liefert

() _ 916+ ml(e)’
in(2) in(2) ’

womit (iii) und eine Richtung von (ii) bewiesen sind.

uPlag) =al™ + ... +

Nun sei D € O4_,_;. Wir wahlen Punkte Q1,...,@r # oo von C, so daf

D:=D+
=1

Z Q—r- °°:| € 0g—n —Og-n

mit lim .. lim D = D ist. Gleichung (iii) lautet mit D anstelle von D

Q1 —o0 Qr—o00

96 +mel(2)®

in(2)

uP(ar) = [[(ax ~2)) =

=1
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Wenden wir einen der Grenzprozesse, etwa lim , auf diese Gleichung an, dann

r =00

wird der mittlere Term unendlich, so da8 jedenfalls hm %n(Z) = 0 ist. Daher folgt
Un(z) = hm th tin(2) = 0, womit auch die zwelte Richtung von (ii) bewiesen

ist.

O

Wir kommen nun zur Definition der -Polynome. Die Basis ist der vorhergehende
Satz, denn nach ihm gilt fiir ein 2 € Jac(C) — O undeinn € Z: n-2 = 0 <
tio(nz) = t1(nz) = ... = 4g-1(nz) = 0.

Satz 5.3: Setzen wir firn € Z

o 9[6](n2)
'l/)l,n(Z) T C](n) ' 19[6]( )nz )
o Gi-1(nz)
'l/)i,n it c,(n) 19[6]( )2n2 f'l_t l - 2 g

mit von z unabhdingigen Konstanten ci(n) #0,:=1,...,9, dann gilt:

(i) Die i n(2), t = 1,..., 9, sind meromorphe Funktionen (C! — ©)/T — C.

(1) Fir z € (C9 — ©)/T gilt : Genau dann ist n -2 = 0, wenn P1,2(2) = ... =
VYg,n(2) = 0 tst. Anders ausgedrickt bedeutet dies, daff die Verschwindungsmenge
VOR Y1, ..., Yg,n genau die n-Torsionspunkte von Jac(C) — © beschreibt.

Beweis : (i) Zu zeigen ist die Periodizitat der ;, beziiglich des Gitters I' =
QZ9 + Z3. Seien p,q € Z9. Dann folgt aus Lemma 2.1

I[6](nz + nQp + nq)
9[8](z + Qp + )™

Y1,a(2 +Qp+g) = cr(n) -

— ¢y(n) - 2T =M B2~(8)s0) I[0)(n2)

9[e)(z)"*
9[é](nz)
I[é](=)"*

da n? — n fiir alle n € Z gerade ist, und da p*(62) — (8)} ¢ € 29 ist.

= a(n) = ¥1,(2),

Die Periodizitét der iibrigen ¥; n, ¢ = 2,..., 9, ist klar, da %;—1(z) nach Lemma 5.1
Linearkombination von Quadraten von Thetafunktionen ist.

(ii) Die Aquivalenz folgt direkt aus Satz 5.2.
O

Die hier vorgestellten Funktionen v; ,, die nach Satz 3.5 Polynome in den Ablei-
tungen von p(z) sind, sind der erste Ansatz zur Beschreibung der n-Torsionspunkte
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in Jac(C) — ©. Aus diesen lafit sich durch geeignete Wahl der Konstanten c¢;(n),
sowie durch einfache Linearkombinationen dieser Funktionen ein Polynomsystem in
den Ableitungen von p(z) konstruieren, welches leicht mittels Rekursionsformeln
berechnet werden kann. Hierbei muf8 beriicksichtigt werden, daf8 die resultierenden
Polynome nur noch Ausdriicke in den Koeffizienten der Kurvengleichung, sowie in

den Ableitungen von p(z) sind. Exemplarisch werden wir diese Konstruktion in den
Fillen g = 1,2 behandeln.
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5.1 : Explizite Beschreibung der n-Torsionspunkte im Fall g =1

Wir wiahlen im Fall g = 1 wieder die in Beispiel 3.7(i) behandelte Kurvengleichung
C:Y’=X*+AX+B.

In diesem Fall setzen wir fiir n € Z

I[6
1,[),,(2) = 1»[)1,71(2) = cl(n)ﬁ .
Aus dem Additionstheorem der 9[6]-Funktion (Beispiel 4.9(i)),

9[6)(z + u) I[6](z — u) S
9[8](z)? O[6](u)? 9[0](0)° ¢z = p(z) — p(u) ,

bekommen wir mit m,n € Z, z € C/T mit z,z := mz,u :=nz #0in C/T

Ym+n(2) Ym—n(2) ) Cl(m)2 cl(n)2

Pm(2)? Yn(z)? cr(m+n) ca(m —n) 9[0](0)" ez = p(mz) — p(nz) .

- Wir definieren d := —29[6])'(0), was ungleich 0 nach Lemma 4.4 mit T = Q und k = 2
ist, und setzen
a(n) = P i firneZ.

Lemma 5.4: Fuirm,n € Z gilt

c1(m)? ¢;1(n)?

9[0)(0)? ¢; = OO 2 _ g

ci(m +n) ¢;(m — n) d?
Beweis : Wir berechnen
c1(m)? ¢1(n)? J2m’ -2 g2n’-2

9[0](0)° ¢z = 9[0](0)” ez

ci(m +n) ¢;(m —n) d(m+n)?—1 J(m—n)2-1

_ 9[0J(0) 2 _ 1 9[0)(0)° 2= 1
d? 4cy 9[6)'(0)? 2

nach Lemma 4.4 mit T =0, k = 2, und nach Lemma 4.6 mit k£ = 2.
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Wir erhalten somit folgende erste Version einer Rekursionsformel

Proposition 5.5: Firm,n € Z, z € C/T" mit z,mz,nz #0 in C/T gilt

Ymin(2) Ym-n(2) = (p(nz) — p(m2)) Ym(2)* ¥n(2)* .

Korollar 5.6: Firm €Z, z € C/T' mit z,mz # 0 in C/T gilt

= o(2) — Ym+1(2) Ym-1(2)
p(mz) - P( ) ’L/)m(Z)z .

Beweis : Mit ¢(2) = 1 folgt die Behauptung aus Proposition 5.5, indem wir dort

n = 1 setzen.

g

Unser nichstes Ziel ist, die ¥n(z) als Polynome in den Ableitungen von p(z) zu
schreiben. Wir erhalten diese Ausdriicke aus der Rekursionsformel, wenn wir geeig-
nete Anfangswerte berechnen.

Satz 5.7: (i) Firn € Z gilt y_p(2) = —¢n(2) .
(2) po(2z) =0

(121)  i(2) =1

()  ¢a(z) =2¢'(2)

(v) ¥3(z) = 3p(2)* + 64p(z)* + 12Bp(2) — A®
(vi) Pa(2) = 4¢'[2] (P[zls + 5A4p(2)* +20Bp(z)* — 5A%p(2)? — 4ABgp(2)
—8B% — A3)

(vit) Y20+1(2) = Pnt2(2) ¥n(2)® — Yn41(2)® Yn-1(2)
(viti)  Pan(z) = $a(2) ($ns2(2) Yno1(2)? — bnz(2na(2)) [82(2)

Beweis : (i) - (iii) folgen direkt aus der Definition von ¢,(z).
(iv) Wir wenden den Grenzproze8 u — 2z auf das Additionstheorem der J[6]-Funktion
(Beispiel 4.9(1))

I[6](z + u) 9[6](z — u) S
I oy L0 ez = (=) — p(u)
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an und bekommen wegen 9J[6](0) = 0 nach ’Hospital

9[é](22) 2 o g6 (0) = of(s
9[6](2)* 9[0](0)* ¢z 9[6]'(0) = p'(2) .
Wegen ﬂ[ol(o)zlrzzz ;9[5],(0) _ 19[0](52)2 c2 19[511'(0) _ % roch Lomma 5.4 folg

pa(2) = 2¢'(2) .
(v) Nach Proposition 5.5 ist ¢3(z) = (p(z) — p(22))¢2(2)?. Aus dem Additionstheo-

rem fiir die p-Funktion (Beispiel 4.9(i)),

p'(2) - @’(u))2 ,

ol +1) = —plz) - pla) + (EF L

berechnet man durch Grenzwertbildung u — z

p”(z))2
p'(2)

Eingesetzt ergibt dies mit p"(z) = (3p(2)? + A), sowie p'(2)? = p(2)* + Ap(z) + B
die Behauptung,.

p(22) = —2p(2) + (

- (vi) Nach Proposition 5.5 ist ¥4(2) ¥2(2) = (p(2) — p(32))¥3(2)%. Setzen wir im
Additionstheorem fiir die p-Funktion,

o) o 4 (£@ =P @Y
oz +) = —p(a) — () + (D=L
z := 2z und u := 2, dann bekommen wir p(3z). Setzen wir dies in die Gleichung
Ba(2) = (p(2) — p(3)s(2)® _ (p(2) — p(32))¥s(2)”
pa(2) 2¢'(2)
_ (p(2) — p(32))¥3(2)*9'(2)
2p'(2)?

ein und ersetzen p'(z)? = p(z)® + Ap(z) + B, dann bekommen wir das Ergebnis.

(vii) und (viii) In der Gleichung von Proposition 5.5 ersetzen wir p(mz) und p(nz)
durch den entsprechenden Ausdruck aus Korollar 5.6. Damit bekommen wir

Pmtn(2) Ym—n(2) = Pmt1(2) Ym=1(2) ¥n(2)? = Yn41(2) Yn-1(2) ¥m(2)? .

Ersetzen wir in dieser Gleichung m durch n + 1, dann folgt (vii). Ersetzen wir m
durch k£ + 1 und n durch k& — 1, dann folgt (viii).

O
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5.2 : Explizite Beschreibung der n-Torsionspunkte im Fall g = 2

In dem Fall g = 2 sei
C:Y’=X+fo X'+ Hh X+ X+ s X+ fu

wieder die Kurvengleichung, die wir schon in Beispiel 3.7(ii) behandelt haben. Wir
setzen firn € Z

ba(2) = b1n(2) = ex(m S
0n(2) = () = ean) o

Nach Beispiel 3.7(ii) ist

M’ =uj\nz M = & — o(nz 2 2
9[6](2)2"* 1 ),9[5](2)2n2 ( ol )) ¥n(z)” .

Aus dieser Gleichung lesen wir ab, da8 fiir z € (C? — ©)/T genau dann ¥,(2) =0
und ¥,(z) = 0 ist, wenn ¥,(z) = 0 und p(n2)Y,(z)? = 0 ist. Daher verdndern wir
Xn ZU

Xn(2) = p(nz)ya(2)* .
Aus dem Additionstheorem der 9[é]-Funktion (Beispiel 4.9(ii)),

Sl6)(c +u) s —u) |, cres
A oe N e, =

= (p(u) — p(2))” +2(p'(v)? - p’(w)Z) +2(p(z) — p(u) (p"(z) + 9" (w))

bekommen wir mit m,n € Z, z € C?/T mit z,z := mz,u:=nz ¢ ©

2.

Ymtn(2) Pm-n(z)  a(m)® ei(n)? 2 C2C4
o a2 alminya(m—n) ) e

= (p(nz)—p(m2))’ +2(p' (nz)? — p'(m2)?) +2(p(mz) ~ p(nz)) (p" (mz) + p" (nz)) .

1.9[0](0)2 C2 C4
(a4 - az)d2 ’

sowie

Wir definieren d := —29[6]"'(0) und setzen d;

ci(n) := an ! firneZ.

Da8B c;(n) # 0 ist, werden wir spiter im Beweis von Satz 5.11(iv) beweisen. Es gilt

wieder
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Lemma 5.8: Firm,n € Z gilt

c1(m)? ¢1(n)?

ci(m +n) ei(m —n)

caeqs  D[0](0)% ¢z cq

a—ay  (ag —az)d? =d -

9[0](0)” -

Beweis : Analog zum 1. Teil des Beweises von Lemma 5.4.

Es gilt damit folgende erste Version einer Rekursionsformel

Proposition 5.9: Firm,n € Z, z € C/T mit z,mz,nz # 0 in C/T gilt

Pmtn(2) Pm-n(z) di = Pm(2)? Pa(2)?-

((p(n2) = p(m2))* +2(p (n2)? - p! (m2)?) +2(p(m=) — p(n2)) (6" (m2) +9"(n2)) ) -

Sei fiir z,u,z +u € (C? - O)/T

p(z + u) = Faaa(p(2), p(u), ' (2), p' (u), 9" (), " (), 9" (2), 9" (u))

mit einer rationalen Funktion F, 44 das Additionstheorem von p nach Beispiel 4.9(ii).
Dann erfiillen die x, folgende Rekursionsformel :

Proposition 5.10: Fir m,n € Z, z € C?/T mit z,mz,nz ¢ O gilt

Xm+n(2) = Fada(p(mz), p(n2), ..., p" (mz2), 9" (n2)) + Pmn(2)” .

Beweis : Folgt direkt aus der Definition von x.

O

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir nun sowohl die ¥n(2), als auch die xn(z) als
Polynome in den Ableitungen von g(z) schreiben. Wie im Fall ¢ = 1 geben wir
zunéchst geeignete Anfangswerte und anschlielend Rekursionsformeln an.
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Satz 5.11: (i) Firn € Z gilt Y_n(2) = —¥n(2) , x=n(z) = xa(2) .
(1)  to(2) =0

xo(2) =0
(i) h(2) =1
x1(2) = p(2)

(i) ¥2(2) = £ (36'(2)° + 9"(2)D(2) - ¢'(2)p(2)
x2(2) = Elf (—27@'(2)49"(2)2 +270'(2)° ™ (2) + 18p'(2)p" (2) p®(2)

—99'(2)’0"(2)pP(2)" - pP(2)" - 180'(2)" 0" (2)* 0D (2)
— 30'(2)° 9P (2)pW(2) + 20" (2)p®(2) p W (2)
— 20 (2)p®(2)p®(2)" + 150'(2)* 9" (2)p®(2)
~0"(2)’ P (2)p®(2) + zp'(z)p“)(z)zp“;(z)
+0'(2)p" (2)pP (2)p® (2) — 0'(2) 0®)(2)” - 3p'(2)* 'O (2)
— P )" (D (e (2) + ¢ () D))

0Van11(2) = T¥n(2) Ymir ()"
((p(nz) —p((n+ 1)) +2(¢/ (22" - ¢ (0 + 1)2)?)
+2(p((n+ 12) - p(n2)) (¢(2) + 9" (2 + 12)) )
x2041(2) = Faga(p((n + 1)2), 9(n2), 9" (n2) ) - Y2042 (2)°
() Yan(e) = 3 Lot Yol
(= 12) — o+ 12)) +2(¢ (- 12)’ = 9'(n + 1)2)7)
+2(p((r+1)2) - p((n = 1)2)) (p"((n = D2) + 9" ((n + 1)z)))

X2n(2) = Faqq (p((n +1)z),p((n = 1)2), ..., " ((n — 1)z)) - an(2)?
Dabei ist

.. _ xn(2)
(i) plnz) = 22

viii)p'(nz) = L [ Xn(2) _ o xn(2)¢n(2)
(vidi) p'(n2) n(%(z)z 2Xelet )

Xa2) _ Xal2h(2)
2 3
(2 $a(2)

xn(2)¥n(2)" 2xn(2)¢11(2))

) ¥n(2)’

(i) o (n2) = o5
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Beweis : (i) - (iii) folgen direkt aus der Definition von ¥,(2).
(iv) Wir wenden den GrenzprozeB u — z auf das Additionstheorem der 9J[6]-Funktion
(Beispiel 4.9(ii))

. I[6](z + u) I[6](2z —
9[6](2)? I[6](u)?

C2 C4

2 “) gl0)(0)? -

4 — Q2

= (p(u) — p(2))° +2(p'()? — '(2)?) + 2(p(2) — p(u)) (p"(2) + p"(u))

an und bekommen wegen J[6](0) = 9[6]'(0) = J[6]"(0) = 0 nach Lemma 4.5 nach
dreimaliger Anwendung des Satzes von I’Hospital

9[6](22) 2z cad)"(0) ., s ow s o
2 gy OO T = P (V) — e ()0

Da die rechte Seite nicht identisch 0 wird, ist insbesondere 9[6]""'(0) # 0 bewiesen
(siehe oben). Wegen
_9[0J(0)® e2 ¢4 I[6]"(0) _  I[0](0)* ca ca V[6]"(0) _

1
(a4 —az) c1(2)  (aa—ax)d2  d 2

d

nach Definition von ¢1(2) und d; folgt
$a(2) = (3p'(2)° + 9"(2)p™(2) - 9 (2)p(2)) /1 .

Nach Definition ist x2(z) = p(22) - 12(2)?. Aus dem Additionstheorem fiir die
p-Funktion, welches wir ja abkiirzend p(z + u) = Fa4a(p(2), ..., " (u)) schreiben,
bekommen wir durch den Grenzproze u — 2z nach sechsmaliger Anwendung von
I’Hospital

p(22) = (—279'(2)49"(2)2 +270'(2)’ p®(2) + 18/ (2)p" (2)* ¥ (2)

— 9@'(z)2pu(z)p(3)(z)2 _ p(3)(z)4 _ 18@'(z)2p"(z)2p(4)(z)

- 39'(Z)3P(3)(Z)P(4)(z) + 2@)"(z)p(3)(z)2 p(4)(z) — 2@'(2)9(3)(z)p(4)(z)2
+15¢'(2)°p" (2)p® (2) — " (2) ™ (2)p® (2) + 20'(2)p® () p®)(2)
+ ()" (2D (2)pD(2) ~ 9'(2) () -3¢ ()" (2)

- ¢'(2)p" (2)p® (2)p®(2) + @'(z)zp(“)(z)p“’(z))

/ (350'(z)3 +p"(2)p"(2) - P'(Z)P(4)(z))2

(v) und (vi) folgen aus den Propositionen 5.9 und 5.10, indem wir dort m durch
n + 1 ersetzen, bzw. m durch k¥ + 1 und n durch &k — 1.
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(vii) - (ix) Folgt direkt aus der Definition von xn(2z) = p(nz)¥n(2)? durch Ableiten
nach z.

O

Aus den Gleichungen des Satzes ersieht man nicht sofort, dafl sowohl die ¢,, als
auch die x, Polynome in den Ableitungen von p sind. Nach ihrer Definition wissen
wir allerdings schon, da8 sie es sind. Bei der rekursiven Berechnung der ,, und der
Xn Wird man sich daher bemiihen miissen, frithzeitig zu kiirzen.

Nach der Herleitung sollten die berechneten Polynome noch mit einer geeigneten
Potenz von d; multipliziert werden, so dafl diese im Resultat nicht mehr erscheint.
Welche Potenz man nimmt, das hingt von der Herleitung der Polynome ab, d.h.
wie m und n in Proposition 5.9 gewahlt werden.

Anders als im Fall ¢ = 1 geniigen in diesem Fall die im Satz erwéhnten Anfangswerte,
wie man etwa folgendem Algorithmus entnehmen kann.

Algorithmus 5.12: zur Berechnung der ¥, xn :

Ein Algorithmus, der die ¥, und x, fiir n € Z berechnet, lauft etwa folgendermafen:

1. Schritt : Berechne die Anfangswerte, d.h. (i)-(iii) des obigen Satzes, sowie
9(22),...,9"'(22), und setze n = 1.

2. Schritt : An dieser Stelle sind schon alle ¥ (2), ..., Y2n(2), X1(2), ..., X2n(2) berech-
net. In diesem Schritt berechnen wir

'¢‘2n+1(2) aus d)n(z),d)n-l-l(z), X‘n(z), Xn+1(z) ’

sowie

X2n+1(z) aus d)n(z), ¢n+1(z), Xn(Z), Xn+1(z)’ ¢2n+1(z) .
Wegen n > 1 sind alle bendtigten Werte ungleich 0 und schon berechnet.

3. Schritt : Ersetze n «— n + 1.
An dieser Stelle sind schon alle ¥;(2),...,%2n-1(2), x1(2), ---, X2n—1(2) berechnet.
Jetzt berechnen wir

¢2n(z) aus ’(!)2(2), d)n—l(z), ¢n+1(z), Xn—-1 (2), Xn+1(z) ’

sowie

X2n(z) aus d’n—-l(z)a ¢n+l(z)1 Xn—l(z), Xn+1(z)a "/)211(2) .
Wegen n > 2 sind alle benotigten Werte ungleich 0 und schon berechnet.

Weiter mit Schritt 2.
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Kapitel 6 : Der Schoof-Algorithmus im Fall g = 2

In diesem Kapitel werden wir die in den Kapiteln 3-5 hergeleiteten Gleichungen
benutzen, um das charakteristische Polynom des Frobenius-Endomorphismus der
Jacobischen Varietat einer hyperelliptischen Kurve vom Geschlecht 2, die {iber einem
endlichen Koérper definiert ist, zu berechnen. Die benétigte Laufzeit ist ein Polynom
im Logarithmus der Korperordnung. Die Idee stiitzt sich auf den Algorithmus von
Schoof, der dieses fiir den Fall einer elliptischen Kurve ebenfalls in polynomialer Zeit
vom Logarithmus der Kérperordnung 16st (siehe [Schoof]).

Pila hat in [Pila] eine Verallgemeinerung des Schoof- Algorithmus auf beliebige Abel-
sche Varietéten beschrieben; diese Arbeit enhélt allerdings die starke Voraussetzung,
daB8 die Abelsche Varietét, sowie die Addition auf ihr, explizit durch Gleichungen
gegeben sind; allerdings werden in der Arbeit keine Gleichungen angegeben. Diese
Voraussetzungen haben wir in den Kapiteln 3 und 4 erfiillt. Es stellt sich aber heraus,
daB in unserem Fall g = 2 der Algorithmus gegeniiber dem von Pila vorgeschlagenen
sehr vereinfacht werden kann.

Die erste Vereinfachung ist, dal wir Rekursionsformeln fiir die n-Torsionspunkte
~auf einer Karte im Kapitel 5 bewiesen haben. Diese stiitzen sich auf das recht
einfache Additionstheorem der ¥[é]-Funktion, sowie auf das Additionstheorem der
p-Funktion.

Ferner werden wir beweisen, daB es geniigt, nur auf einer Karte zu rechnen, namlich
auf Jac(C) — ©. Pilas Algorithmus benétigt die Beschreibung der gesamten Va-
rietdt; allein die Beschreibung der n-Torsionspunkte in seinem Fall fithrt zu vielen
Fallunterscheidungen, da er alle von 0 verschiedenen n-Torsionspunkte auf der Va-
rietét beschreiben méchte.

Wegen der speziellen Form des charakteristischen Polynoms kénnen wir aus dem
Minimalpolynom direkt das charakteristische Polynom herleiten, siche Lemma 6.3.
Zur Bestimmung des Minimalpolynoms wenden wir nur Mitgliedschaftstests eines
Polynoms im Radikal eines Ideals an, Pila dagegen benétigt neben dem Idealmit-
gliedschaftstest eines Polynoms auch die Berechnung der Dimension des Polynom-
rings in den Koordinaten der Varietédt modulo einem Ideal.

Sei nun F, der endliche Kérper mit ¢ Elementen der Charakteristik p # 2 und
C : Y? = f(X) eine hyperelliptische Kurve iiber F, vom Geschlecht 2, d.h. f(X) €
F,[X] sei normiert, vom Grad 5 und mit paarweise verschiedenen Nullstellen.

Sei Jac(C) die Jacobische Varietit von C iiber dem algebraischen AbschluB F, von
F,. Wir wahlen ein p-modulares System (K, R,F;) mit einem Kérper K der Cha-
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rakteristik 0 und einem Bewertungsring R einer vollstindigen diskreten Bewertung
von K mit F, &2 R/Rad(R). Sei C eine hyperelliptische Kurve vom Geschlecht 2
iiber K, die schon iiber R definiert ist und deren Reduktion gleich C ist. Nach
dem Lefschetz-Prinzip bekommen wir eine Beschreibung der Jacobischen Varietit
von C, indem wir Jac(C) nach Lemma 1.2 mit 29 Karten isomorph zu Jac(C) — ©
iiberdecken und die Gleichungen der Kapitel 3-5 iiber dem Quotientenkérper K von
R lesen. Nach Konstruktion hat C bei Reduktion nach C gute Reduktion, so da8
nach [Igusa] auch Jac(C') gute Reduktion hat. Es folgt, daB die Gleichungen, die
Jac(C), sowie ihr Additionsgesetz beschreiben, nach der Reduktion die Jacobische
Varietdt und ihr Additionsgesetz von C beschreiben. Diese Gleichungen sind dann
schon iiber Fy definiert.

Nach diesen Uberlegungen werden wir im Folgenden F, festhalten und der Einfach-
heit halber C fiir C schreiben.

Sei m € Z und Jac(C)[m] die Untergruppe der m-Torsionspunkte von Jac(C). Fir
eine Primzahl | # p sei TjJac(C) der Tatemodul, das ist der projektive Limes der
Gruppen Jac(C)[I"] unter der durch die Multiplikation mit ! induzierten Abbildung

Jac(C)[I"*] — Jac(C)[I"] .
TiJac(C) ist freier Z;-Modul vom Rang 4. Sei TiJac(C) ® Qi der Q;-Vektorraum der
Dimension 4.
Da die Jacobische Varietdt, sowie die Addition auf ihr, durch Gleichungen iiber Fj
beschrieben sind, 148t sich der Frobenius-Automorphismus
¢:Fq%7fq,mr—>xq,

zunéchst zu dem Frobenius-Endomorphismus auf Jac(C'), dann zu dem Frobenius-
Endomorphismus auf TjJac(C) ® Q; erweitern. Auf TiJac(C) ® Q; ist dieser ein
Q- Vektorraumautomorphismus, den wir ebenfalls mit ¢ bezeichnen.

Satz 6.1 : Das charakteristische Polynom des Q;-Automorphismus ¢ auf
TiJac(C) @ Qi lautet
ch(t) =t + a1t +agt’ +arqt + ¢ mit a1,a2 €7 .
Es ist unabhingig von l, und das gestirzte Polynom t*ch(1/t) ist gleich dem Zéhler
der Zetafunktion des nichtsinguliren Modells von C.
Beweis : Siehe [Weil] oder [Lang.1], VI, §3.
O

Als Korollar aus der Riemannschen Vermutung fiir Kurven tiber endlichen Kérpern,
die bewiesen ist, und diesem Satz bekommen wir Abschétzungen der Koeffizienten
a; und ay von ch(t).
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Korollar 6.2 :
laa| < 4\/9

l(12| S 6q .

Beweis : Der Zahler der Zetafunktion des nichtsinguliaren Modells von C hat
nach der Riemannschen Vermutung die Form

P(t) = (1 - wlt)(l - wgt)(]. - w;;t)(l - w4t)

mit w; € C vom Betrag |w;| = /g fiir ¢ = 1,...,4. Koeffizientenvergleich in der
Gleichung ch(t) = t*P(1/t) liefert zusammen mit den Eigenschaften der w; die Be-
hauptung.

O

Schrénken wir ¢ auf die Untergruppe Jac(C)[!] der {-Torsionspunkte ein, d.h. ¢; :=
é | Jac(o)p dann ist ¢; nach Konstruktion von ch(t) ein F;-Vektorraumautomorphis-
mus mit charakteristischem Polynom

chy(t) = ch(t) mod { .

Die Strategie ist, fiir geniligend viele kleine Primzahlen [ die Koeffizienten a; und
ag mod ! des charakteristischen Polynoms zu berechnen. Anschlieend kénnen wir
wegen der Beschrénktheit von a; und az diese mit dem Chinesichen Restsatz be-
stimmen.

Diese Strategie verfolgen wir etwa so, dal wir bei gegebener Primzahl | # 2,1 # p,
die von der Gré8enordnung O(log(q)) ist, alle Polynome r(t) € Fi[t] der Form

r(t) =t* + @t + @t + ayqgt +¢° mit  a,a; € Fy

testen, ob r(¢;) = 0 ist, oder dquivalent, ob r(¢;)z = 0 fiir alle z € Jac(C)[l] ist. Die
moglichen Kandidaten sind Vielfache des Minimalpolynoms p(t) von ¢;, welches
wir anschlieBend durch Faktorisierung des gefundenen r(t) in irreduzible Faktoren
als normierten Teiler kleinsten Grades von r(t) mit pi(¢1) = 0 bestimmen kénnen.
Wegen der speziellen Form des charakteristischen Polynoms kénnen wir aus dem
Minimalpolynom sofort das charakteristische Polynom bestimmen:

Lemma 6.3 : Fir eine Primzahl 2 # 1 # p ses

chi(t) = t* + a1t® + ast? + ayqt + ¢*

mit ay,a; € Fy das charakteristische Polynom und pi(t) das Minimalpolynom von
é1. Dann gelten
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(a) Ist deg(pi(t)) = 1, dann ist chy(t) = p(t)* .
(b) Ist deg(pi(t)) = 2, dann ist chy(t) = w(t)? .
(c) Ist deg(pi(t)) = 3 und r(t) = t* + @1t + @,t? + d1qt + ¢* € Fit] mit r(¢1) = 0,
dann ist chi(t) = r(t) .
(d) Ist deg(ui(t)) = 4, dann ist chy(t) = w(t) .
Beweis : (a) trivial.
(b) Hier unterscheiden wir drei Félle:
1. Fall : yy(t) = (t—e)? mit dem Eigenwert e € F;. Dann folgt trivial chy(¢) = u(t)?.
2. Fall : p(t) = (t — e1)(t — e2) mit den zwei verschiedenen Eigenwerten ey, ez € Fy.
Nehmen wir ohne Einschrinkung chy(t) = (t — €;)3(t — ez ) an, also
chy(t) = t* — (3er + e2)t® + (3€? + 3ereg)t? — (€3 + 3eler)t + ele, .
Wegen der speziellen Form von chy(t) gilt einerseits
a3q® = (3e1 + e2)%eley = 9eley + Bejel + eded |
sowie andererseits

(a19)* = (&3 + 3edez)? = €S + GeJey + 9ele? .

Da kein Eigenwert gleich 0 ist, folgt nach Division der entstehenden Gleichung durch
e3, dal (e; —ez)® = 0, also e; = e, ist; was im Widerspruch zur Voraussetzung steht.
Daher gilt in diesem Fall

chi(t) = (2 — e2 )t — e2)? = puu(t)” .

3. Fall : y(t) irreduzibel vom Grad 2. Dann folgt wieder trivial chy(t) = w(t)?.
(c) Wir nehmen chy(t) # r(¢) an. Da p(t) sowohl r(t), als auch chy(t) teilt, teilt es
auch deren Differenz,

pmi(t)|chy(t) — r(t) = (a1 — @)t® + (az — @2)t* + (a1 — @1)qt

die nach unserer Annahme ungleich 0 ist. Aus deg(ui(t)) = 3 wiirde dann aber
a1 # a; folgen, also (a3 — @;)m(t) = chi(t) — r(¢). Dann wire aber p(0) = 0 und
0 Eigenwert von ¢;, was im Widerspruch zur Bijektivitdat von ¢; steht. Daher ist

chy(t) = r(t).
(d) trivial.
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Wir beschreiben nun, wie man bei gegebenem r(t) € Fi[t] testet, ob r(¢i)z = 0
fir alle z € Jac(C)[l] ist. Da Jac(C)[!] ein F;-Vektorraum ist, geniigt offenbar das
Testen dieser Gleichung fiir eine Basis von Jac(C)[l]. Andererseits haben wir im
Kapitel 5 Gleichungen hergeleitet, die die I-Torsionspunkte in Jac(C) — © beschrei-
ben. Nach der Reduktion beschreiben diese Gleichungen zusammen mit den beiden
beschreibenden Gleichungen fiir Jac(C) — O, die alle {iber F, definiert sind, nun die
I-Torsionspunkte in Jac(C) — © iiber F,.

Lemma 6.4 : Fir 2 # | # p enthdlt Jac(C) — © eine F;-Basis von Jac(C)[l].

Beweis : Sei by, ..., by eine beliebige F;-Basis von Jac(C)[l]. Ist einer der Basisvek-
toren in O, etwa b; € O, dann ersetzen wir ihn durch 2b;. Da b; ein [-Torsionspunkt
ist, ist 2b; # 0. Daher ist 2b; ¢ O, wie man leicht mit Hilfe des Divisorklassengrup-
penmodells sieht, denn entspricht die Divisorklasse [P — co] € © dem Basisvektor
b;, dann entspricht [2- P — 2. 00] € Jac(C) — © dem neuen Basisvektor 2 - b;. Die
resultierenden Vektoren bilden natiirlich weiterhin eine F;-Basis von Jac(C)[].

Iterieren wir diesen Prozef, solange noch Basisvektoren in O liegen, dann erhalten
wir endlich eine Basis, die auch in Jac(C) — O liegt.

O

~ Wir testen nun die Gleichung r(¢:)z = 0 fiir alle I-Torsionspunkte z in Jac(C) — ©.
Abkiirzend schreiben wir (Jac(C) — 0)[l] := (Jac(C) — ©)NJac(C)[l]. Dies bedeutet
insbesondere, daB wir nur auf einer Karte der Uberdeckung von Jac(C) rechnen
werden, namlich auf Jac(C) — ©. Wegen der Wichtigkeit des Resultats formulieren
wir

Korollar 6.5 : Fir ein Polynom r(t) € Fi[t] sind dquivalent

r(¢1) =0 und r(é1)z =0 fir alle z € (Jac(C) — O)[I] .

Wir ersetzen in den Gleichungen der Kapitel 3-5 die Koordinaten X := p(z), X3 :=
0'(2), Xa := p"(2), X4 := p®(z) und setzen X := (X1, X3, X3,X4). Sei I; das Ideal
in Fy[X] = Fy[Xy,...,X4], das die Verschwindungsmenge V(I;) = (Jac(C) — O)[]]
hat. Mit den Bezeichnungen von oben und denen von Beispiel 3.7(ii) und Kapitel 5
wird I; von den Polynomen Fy(X), F5(X), ¥1(X), xi(X) € F,[X] erzeugt,

I = (F1(X), F(X), ¥u(X), xa(X)) -

An dieser Stelle fiigen wir zum Verstindnis der weiteren Verfahrensweise einen
kurzen Uberblick iiber idealtheoretische Rechnungen ein.
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Idealtheoretische Rechnungen

In diesem Unterabschnitt werden wir einige idealtheoretische Algorithmen vorstellen,
die wir bei der weiteren Beschreibung bendtigen. Zu nennen sind hier Mitglied-
schaftstests eines Polynoms in einem Ideal bzw. im Radikal eines Ideals und Reduk-
tion eines Polynoms auf eine Normalform modulo einem Ideal. Diese Rechnungen
lassen sich nach der Bestimmung einer Grobner-Basis des Ideals recht einfach durch-
fithren und elegant beschreiben. Da die Ideale, die in unserer Anwendung vorkom-
men, nulldimensional sind, sie beschreiben nur eine Teilmenge von Jac(C)[!] und
#Jac(C)[l] = 14, ist eine Laufzeitabschitzung moglich, siehe etwa [Giusti]. Fir
die Implementation sollte allerdings auf [Hermann] zuriickgegriffen werden, so da88
zusammen mit [Mayr] die idealtheoretischen Methoden, die [Pila] benutzt, imitiert
werden kénnen. Der kurze Uberblick, den wir hier geben, stiitzt sich auf [Buch-
berger].

Seien K ein Kérper, K[X, ..., Xn] = K[X] der Polynomring in n Unbestimmten und
<7 eine totale Ordnung auf der Menge der Monome, My, := {X .. Xir|iy, ..., 15 >
0}, die die beiden Bedingungen

1 <rt fiir alle Monome t € M,, — {1}

und
ist s<pt,dannist s-u <pt-u fir alle s,t,u € M,

erfiillt.

Sei F:= {f1(X), ..., fm(X)} eine endliche Menge von Polynomen f;(X), ..., fm(X) €
K[X]), I = (F) = (fi(X), ..., fm(X)) das von F erzeugt Ideal in K[X] und g(X) €
K[X]. Es stellt sich hier die Frage, wie ein kanonischer Représentant von g(X)
modulo I ausgezeichnet und berechnet werden kann. Der erste Schritt ist ein Re-
duktionsschritt, wie er schon im Fall einer Unbestimmten bekannt ist:

Deflnition : (i) Wir sagen, da g(X) unter Benutzung von f(X) € F, b€ K und
u(X) € M, reduzierbar ist, in Zeichen g — 3,4, falls der Koeflizient von g(X) vor
dem Monom u(X)-(grofites Monom von f) ungleich 0 ist, und falls dieser Koeffizient
gleich b-( fiihrender Koeffizient von f)ist. (Die Begriffe "fiihrender Koeffizient” und
”gréBtes Monom” héngen von der gewéhlten Ordnung <7 ab.)

(ii) In dem Fall (i), d.h. wenn ¢g(X) mit f, b, u reduzierbar ist, definieren wir
h(X) :=g(X) - b- w(X) - f(X)

und bezeichnen die Reduktion von ¢(X) zu h(X) mit ¢ —F h.
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(iii) A(X) ist in Normalform modulo F' (diese Bedingung héngt nicht nur vom Ideal I,
sondern auch vom Erzeugendensystem F' ab), falls kein A'(X) € K[X] mit h —p A’
existiert.

h(X) ist eine Normalform von ¢g(X) modulo F, falls eine Sequenz
g=ko—>Fk1 —p ...—p kr=h
existiert, so dafl A(X) in Normalform modulo F ist.

O

Teil (ii) der Definition ist ein {iblicher Reduktionsschritt, da ein Monom von g(X)
durch Subtraktion eines geeigneten Vielfachen b-u(X)- f(X) eines Polynoms f(X) €
F' gel6scht wird.

Jedes g(X) € K[X] kann in endlich vielen Schritten zu einer Normalform h(X)
reduziert werden. Dieses Verfahren ist algorithmisch:

Algorithmus : (Reduktion eines Polynoms auf eine Normalform)

Eingabe : Eine endliche Menge F von Polynomen in K[X] und ein g(X) € K[X].
Ausgabe : Eine Normalform h(X) € K[X] von g(X).

Verfahren : 1. Schritt : Setze h(X) := g(X)

2. Schritt : Teste, ob h(X) in Normalform ist, d.h. teste, ob ein f(X) € F, b€ K
und ein u(X) € M, mit A(X) — ;. existieren. Falls nicht, dann gebe h(X) aus,
sonst ersetze h(X) durch A(X) — b-u(X) - f(X) und wiederhole diesen Schritt.

O

In diesem Algorithmus wird nicht festgelegt, welches f(X) € F zur Reduktion
gewahlt werden soll. Daher ist es denkbar und anhand von Beispielen auch beleg-
bar, dal ein Polynom zu verschiedenen Normalformen modulo F' reduziert werden
kann. Erzeugendensysteme F', fiir die es solche Beispiele nicht gibt, werden wir nun
definieren.

Definition : Wir nennen F eine Grobner-Basis, falls fiir alle g(X) € K[X] gilt,
dafl zwei Normalformen von ¢g(X) modulo F stets gleich sind.

Diese Definition ist neben ihrer Motivation der eindeutigen Reduktion eines Poly-
noms auf eine Normalform modulo F auch universell, da jedes Ideal eine Grébner-
Basis besitzt. Diese 148t sich auch aus einem beliebigen Erzeugendensystem des
Ideals algorithmisch berechnen, und man kann algorithmisch testen, ob ein Erzeu-
gendensystem eines Ideals eine Grobner-Basis ist. Fiir nahere Einzelheiten zu dem
Algorithmus zur Berechnung einer Grébner-Basis siehe etwa [Buchberger].
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Nach Wahl einer Grébner-Basis 148t sich jedes Polynom ¢(X) € K[X] auf eine
kanonische Normalform reduzieren. Daher ist der Mitgliedschaftstest eines Polynoms
zu einem Ideal trivial, denn es ist genau dann g(X) € I, wenn die Normalform von
g(X) gleich 0 ist.

Den Test auf Mitgliedschaft eines Polynoms g(X ) im Radikal VT eines Ideals I fiihrt
man mit Hilfe des Tricks von Rabinowitsch folgendermaflen aus. Genau dann gilt
nimlich g(X) € VI, wenn 1 € (I,1 — Z - g(X)), welches ein Ideal in K[X, Z] mit
einer neuen Unbestimmten Z ist, siche etwa [Robbiano].

Nach diesem Einschub iiber idealtheoretische Rechnungen kehren wir zu unserem
speziellen Ideal I; zuriick. Der nichste Schritt nach der Erzeugung von I; ist die
Berechnung einer Grébner-Basis dieses Ideals, denn anschlieend kénnen wir auftre-
tende Polynome ¢g(X) € F,[X] modulo dem Ideal I; algorithmisch auf eine eindeutige
Normalform, die von der gewéhlten Grobner-Basis abhéngt, N(g)(X) € F,[{X] redu-

zieren.

Insbesondere berechnen wir so mit Hilfe der "repeated squaring method” die Nor-
malformen der Koordinaten von ¢}(X) = (X7 ,...,XZ') fir: =1,...,4, also

$iX) = (N(XE), ., N(XF) mod I,  firi=1,..,4.

~Sei nun r(t) = t* + Gt + G2t? 4 @19t + ¢* € Fift] und X ein generischer Punkt
von Jac(C) — ©. Der Ubersichtlichkeit halber schreiben wir @,0 fiir die Addition
bzw. Subtraktion in Jac(C). Wir méchten r(¢;)X = 0 testen, wenn wir X zu einem
Punkt z in (Jac(C) — ©)[l] spezialisieren. Diese Gleichung ist dquivalent zu

$1(X) = 6(a@11(X) ® G267 (X) ® d191(X) & ¢°X) ,

welche wir idealtheoretisch koordinatenweise testen werden. Die Koordinaten der
linken Seite sind Polynome in X, wahrend die der rechten Seite rationale Funktionen
in X sind. Wir schreiben abkiirzend obige Gleichung etwa folgendermaflen

sy _ (X)) z2(X)
(X)) = (n(X) " n(X)

) mit Polynomen z;(X),n(X) € F,[X],

wobei n(X) der gemeinsame Nenner der Komponenten ist. Bei der rechnerischen
Aufstellung dieser Gleichung werden wir allerdings die Zahler- und Nennerpolynome
schon friihzeitig auf eine Normalform modulo I; reduzieren miissen. Dies bedeutet,
daB wir anschlieBend nicht mehr kiirzen diirfen.

Haben wir die vier Gleichungen modulo I; aufgestellt, etwa

_ N(z)(X)

NED = @)

fir:=1,...,4,
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dann multiplizieren wir jede Gleichung mit dem gemeinsamen Nenner der rechten
Seite, so da8 auf beiden Seiten Polynome in F,[X] stehen. Nun spezialisieren wir
den generischen Punkt X zu einem Punkt z € (Jac(C) — ©O)[l], wir testen also, ob
die vier Gleichungen modulo dem Radikal 4/T; von I; richtig sind, d.h. wir testen,
ob

NXTY Nn)(X) = N(z)(X) e VT firi=1,...,4.

Falls dieses fiir ein 7 nicht erfiillt ist, dann existiert ein /- Torsionspunkt ¢ € (Jac(C)—
©)[!], der die Gleichung r(¢;)z = 0 nicht erfiillt, d.h. r(t) ist falsch gewahlt.

Sind andererseits alle Koordinatengleichungen erfiillt, dann kénnen wir noch nicht
auf die Richtigkeit der Gleichung r(¢;) = 0 schlieBen. Denn es kann ja einen I-
Torsionspunkt z € (Jac(C) — ©)[!] mit n(z) = zi(z) = 0 fiir alle 7, aber r(¢;)z # 0
geben. ’

Wir betrachten nun nur noch die z € (Jac(C) — 0)[/], fiir die n(z) = 0 ist. Diese
werden durch das Ideal in F,[X],

I = (I,n(X)) = (I, N(n)(X)) ,

beschrieben. Da sowohl die z;(X), als auch n(X) Potenzreihen in einem lokalen
Parameter der Kurve C zum Punkt oo sind, kénnen wir die Regel von 1’Hospital
anwenden, was bedeutet, da§ wir z;(X) durch Dy zi(X) und n(X) durch D n(X)
~ersetzen. Dabei operiert die Derivation D, in der iiblichen Weise auf den Koordi-
naten, namlich

Deo(X1) = X2, Doo(X2) = X3, Doo(X3) = X4, Doo(Xs) = Fo(X1, X2, X3, X4)

mit der Bezeichnung Fy aus Beispiel 3.7(ii). Beim Ableiten der Polynome sollte man
die Linearitdt des Frobenius-Endomorphismus ¢; ausnutzen.

Wir testen also, ob die Gleichungen

?4 _ Dooz,-(X) .
X, = ———-——Doon(X) ,t=1,...,4

fir z € V(I}) richtig sind. Dazu wihlen wir wieder eine Grébner-Basis von [; und
bezeichnen die Normalform eines Polynoms g(X) € F,[X] modulo I; mit N(g)(X).
Wie oben testen wir dann

N(Doon)(X) - N(XT) = N(Dooz:)(X) € \/?, .

Wir diirfen bei diesem Schritt nicht die Normalformen N(z;}(X) bzw. N(n)(X)
ableiten, sondern miissen zunichst formal z;(X) und n(X) ableiten und diese an-
schlielend mit Hilfe der gewéhlten Grobner-Basis auf die neuen Normalformen redu-

zieren.
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Diesen Prozef iterieren wir, bis das Ideal, modulo dem wir reduzieren, gleich F,[X]
ist. Dieses stellen wir bei der Berechnung einer Grébner-Basis fest, denn dann ist
1 € F;[X] ein Element der Grébner-Basis.

Haben wir ein r(t) € F;[t] mit r(¢;) = 0 gefunden, dann faktorisieren wir dieses
und berechnen analog zu oben das Minimalpolynom wi(t) € Fi[t] als Teiler kleinsten
Grades von r(t) mit pi(¢;) = 0. AnschlieBend wenden wir Lemma 6.3 an und
bekommen das charakteristische Polynom ch;(t) von ¢;.

Diesen Proze8 fithren wir fiir kleine Primzahlen [, ...l mit 2 < I} < ... < Ilg, l; # p,
und

k
I1u>8va
i=1

durch, denn dann la8it sich a; € Z mit |a;| < 4,/g aus a; mod [y, ...,a; mod I} mit
dem Chinesischen Restsatz berechnen.

Zur Berechnung von a; wahlen wir weitere Primzahlen x4y, ..., I, mit Iz < Iy <

e < Iy 1; # p, und
H i>12¢q.
=1
Sei ! nun eine der weiteren Primzahlen. Wir wahlen dann G, € F; und setzen
r(t) = t* + a1t® + @at* + arqt + ¢* € Fift] .
Gilt fiir ein z € (Jac(C) — O)[!] die Gleichung r(¢)z = 0, dann folgt
(r(8) - chu($))z = (8 — a2)¢h(z) =0

Da ¢, invertierbar ist, folgt daraus schon az = a2 mod .

Zur weiteren Berechnung von ch;(t) brauchen wir nun nicht mehr das Minimal-
polynom von ¢; bestimmen. Andererseits geniigt es, r(¢)(z) = 0 fir ein z €
(Jac(C) — ©)[!] zu testen, so dal, wenn iiberhaupt, nur wenige Anwendungen von
I'Hospital (s.0.) geniigen, die Gleichung zu testen.

Wir werden anschlieflend den gesamten Algorithmus nochmals formal beschreiben.

Algorithmus 6.6 :

1. Schritt : Setze lp := 2 und k :=1.

2. Schritt : Wihle eine Primzahl Iy > lx_, Iy # p und setze zur Abkiirzung ! := [;.
Ferner setze

II,O = (FI(X), F2(X)a'¢’l(X)a XI(X))



79

als Ideal in Fy[X] und berechne eine Grébner Basis GBy von I 4.

3. Schritt : Wahle a,,ds € F; und setze
r(t) :=t* + @t + axt® + a1t + ¢* .

4. Schritt : Berechne

(ZI(X) _aX)
n(X)’ "7 n(X)

) = 0(a@163(X) ® B2 63(X) ® argdi(X) © ¢*X)

mit dem gemeinsamen Nennerpolynom n(X) € F,[X].

5. Schritt : Setze j := 0. Diese Variable indiziert die sich bei jeder Anwendung von
I'Hospital vergroBernden Ideale I ; in F,[X].

6. Schritt : Berechne fiir : = 1, ...,4 Normalformen
N(N(XE)- N(n)(X) - N(z)(X)) mod I,

in Abhangigkeit von der gewahlten Grobner-Basis GB; und teste, ob diese Polynome
im Radikal {/I; ; sind. Falls nicht, dann gehe zu Schritt 3 und wahle ein neues Paar

- ay1,02.

7. Schritt ; Ersetze j durch j + 1, definiere Ii; := (I1j—1, N(n(X))) und berechne
wieder eine Grobner-Basis GB; von I; j. Enthélt diese als Basiselement die 1 €
F,[X], dann ist die Richtigkeit der Gleichungen des 4. Schrittes bewiesen. In diesem
Fall fahren wir bei Schritt 9 fort.

8. Schritt : In diesem Schritt wenden wir den Satz von ’'Hospital an. Dazu erset-
zen wir z;(X) durch Dy zi(X) fir ¢ = 1,...,4, sowie n(X) durch Dyn(X) unter
Ausnutzung der Linearitit von ¢; und fahren mit Schritt 6 fort.

9. Schritt : Berechne durch Faktorisierung von r(t) das Minimalpolynom y(t), in-
dem analog zu den Schritten 4 bis 8 verfahren wird, nur mit einem Teiler von r(t)
anstelle von r(t). Anschlieend berechnen wir chy(t) aus p(t) nach Lemma 6.3. Aus
chy(t) bestimmen wir a; und a; mod I.

k
10. Schritt : Ist [] I < 8,/¢, dann erhéhe k um 1 und springe zu Schritt 2.
m=1

11. Schritt : Bestimme a; € Z, |a1| < 4,/¢ nach dem Chinesischen Restsatz aus
a; mod [y, ..., a; mod l;. Erhohe anschlieend ebenfalls k¥ um 1.

12. Schritt : Analog zum 2. Schritt; aber in diesem Fall geniigt die Indizierung der
Ideale mit den Primzahlen I: I; := (Fi(X), F2(X), ¥i(X), xi(X))
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13. Schritt : Wahle a, € F; und setze

r(t) :=t* + a1t® + @t + arqt + ¢* .

14. Schritt : Analog zum 4. Schritt mit a; anstelle von a,.

15. Schritt : Analog zum 6. Schritt berechnen wir fiir ¢ = 1,...,4 Normalformen
N(N(X{)- N(n)(X) - N(z)(X)) mod L,

in Abhéngigkeit von der gewéhlten Grobner-Basis GB und testen, ob diese Polynome
im Radikal +/T; sind. Falls nicht, dann gehen wir zuriick zu Schritt 13 und wihlen

ein neues a,.

16. Schritt : Teste, ob n(X) € /I; ist. Falls nicht, dann ist die Richtigkeit der
Gleichung des 14. Schrittes bewiesen. In diesem Fall fahren wir bei Schritt 18 fort.

17. Schritt : Der Fall n(X) € +/I;, den wir in diesem Schritt behandeln, wird wohl
nur sehr selten auftreten. Wir verfahren analog zu Schritt 8, d.h. wir wenden den
Satz von I'Hospital an. Das bedeutet die Ersetzung von z;(X) durch Dgo2;(X),
sowie (X)) durch Doon(X). Das Ideal I; wird in diesem Fall nicht veréndert und

wir springen zurtick zu Schritt 15.

18. Schritt : An dieser Stelle ist bewiesen, daf ein z € (Jac(C)—0O)[l] mit r(¢1)z =0
~existiert, d.h. chy(t) = r(t). Wieder bestimmen wir a2 mod ! aus chy(t).

k
19. Schritt : Ist J] !m < 12¢, dann erhohe k um 1 und springe zu Schritt 12.

m=1
20. Schritt : Bestimme a2 € Z, laz| < 6¢q nach dem Chinesischen Restsatz aus
a; mod ly, ..., a; mod li.

O

Zum Abschlu bemerken wir noch, dafl dieser Algorithmus auch terminiert und
geben eine sehr grobe Laufzeitabschétzung an.

Satz 6.7 : Algorithmus 6.6 terminiert, und die Anzahl elementarer Operationen,
die hichstens bendtigt werden, ist fir ¢ — oo polynomial im Logarithmus von gq.

Beweis : Da nur endlich viele Primzahlen ! benétigt werden, da ferner im 3.
Schritt bzw. im 13. Schritt nur endlich viele Kandidaten r(t) bereitgestellt werden,
und da jede Nullstelle eines nichtverschwindenen Polynoms nur endliche Ordnung
" hat, terminiert der Algorithmus.

Die Anzahl der Primzahlen [, die in Schritt 2 bzw. Schritt 12 bendtigt werden, ist
O(log q), dabei ist jede dieser Primzahlen ebenfalls von der Gré8enordnung O(log g),
so daf§ auch nur polynomial in log(q) viele Kandidaten r(t) getestet werden miissen.
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Aus den Rekursionsformeln von Satz 5.11 fiir ¥y und x; folgt sofort, dal deren
Grade nur die GroéBenordnung eines Polynoms in log(q) haben. Daher bendtigt
der Buchberger-Algorithmus zur Berechnung einer Grobner-Basis, sowie zur Berech-
nung von Normalformen von Polynomen bzgl. dieser Grébner-Basis, ebenfalls nur
eine Laufzeit, die polynomial im Logarithmus von ¢ ist, da alle auftretenden Ide-
ale nulldimensional sind, siehe etwa [Giusti]. Dabei sollte allerdings an geeigneten
Stellen die sogenannte ”repeated squaring method” angewandt werden.

Wegen der Linearitdt des Frobenius-Endomorphismus ist die Ordnung eines [-Tor-
sionspunktes als Nullstelle von 2;(X) bzw. n(X) héchstens polynomial in log(g), so
daB auch nur polynomial in log(q) viele Anwendungen des Satzes von 'Hospital in
den Schritten 7 bzw. 17 angewandt werden miissen.

Schlieflich wird die Berechnung von a; und a2 mit Hilfe des Chinesischen Restsatzes
laufzeitméBig von den vorhergehenden Schritten dominiert. Damit ist bewiesen, da8
fiir ¢ — oo das Laufzeitverhalten von Algorithmus 6.6 polynomial in log(q) ist.

O
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